Autovalores e Autovetores

Caracterizacao Matematica

Considere A = [a,] uma matriz nxn. Considere também a
seguinte equacao vetorial:

Ax = Ax
Onde A € um numero.

Um valor de A tal que x # 0 seja uma solugao do sistema é
chamado de autovalor ou valor caracteristico da matriz A.

As correspondentes solugdes x # 0 sdo chamadas de
autovetores ou vetores caracteristicos associados ao
autovalor A.

Problemas como este para determinacao dos autovalores
de uma matriz A sao conhecidos como problemas de
autovalores.
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Determinagao de autovalores e autovetores

Considere o seguinte problema de autovalor:

ra11x1+...+a1nxn :Ml
<a21x1+...+a2n n :Mz

a1 X +...+a,,x, =Ax,

Transferindo os termos do lado direito para o lado
esquerdo, temos:

((all —//L)Xl + Cllzxz +...+ alnxn = O
) a21xl + (a22 —Z)Xz +...+ alnxn = 0

A, X) +appXy +..+ (ann — ﬁ)xn =0
Em notacao matricial:

(4-Al)-x=0
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Esse sistema linear homogéneo de equacbes tem uma
solugcao nao trivial se e somente se o determinante da
matriz dos coeficientes € zero. Assim:

all_ﬂ‘ an A
a a»—A ... a

D) =det(A—-Al)=| 1 7% 2120
a, A, ... Ay, —A

D(A\) € chamado de determinante caracteristico e a
equacao acima de equacgao caracteristica da matriz A.

Desenvolvendo D(A) nés obtemos o polinbmio de grau n
em funcdo de A. Esse polinbmio €& conhecido como
polindmio caracteristico de A.



Autovalores e Autovetores

Teorema 1:

Os autovalores de uma matriz quadrada A sdo as raizes
da correspondente equacao caracteristica.

A matriz A tem pelo menos um autovalor e no maximo n
autovalores numericamente diferentes.

Os autovalores devem ser determinados primeiro. Com o0s
autovalores determinados, oS correspondentes
autovetores sao obtidos resolvendo o sistema de
equacoes lineares.

Teorema 2:

Se x € um autovetor da matriz A correspondente a um
autovalor A, kx, com k # 0, também ée.
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Exemplo:

Determinar os autovalores e autovetores da seguinte

matriz:
-5 2
A=

a) Determinacao dos autovalores
-5 2
A-x= M =A M
2 -2 X Xy
D(A) =det(A— Al A2
=dc — = =
2 -2-A

(-5-A)(-2-21)-4=0

2 +71+6=0
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b) Determinagao dos autovetores
/1:2,1:—1

-4 2 |x| |0

2 —1|x]| |0

Solugdo: Para x, qualquer, x, = 2x,. Por exemplo, x, = 1,
entdo x, = 2. Um autovetor de A correspondente a A, = -1

o

ﬂ://tl:—6

1 2 X1 _ 0
2 4lxy| |0
Solugao: Para x, qualquer, x,=-0.5 * x,. Por exemplo, X,

2, entao x, = -1. Um autovetor de A correspondente a A,
-6 €:
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Aplicacoes na Engenharia

a) Considere o movimento horizontal do conjunto massa
mola mostrado na Figura abaixo:

Ty 1
— . —
.|!-|'|_ |'{'-:2 ;'1,.
aaq mi - 000,—— M2 ——000,——
(@] @] (@] (@]
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SAOSNONANAN,

As deflexdes horizontais x, e X, s&o medidas
relativamente a posicao de equilibrio estatico. As molas
possuem rigidez Kk, k, e K;, que sao as forgas requeridas
para estender ou comprimir cada mola de uma unidade de
comprimento.

As equacbes de movimento sao:

m —dle——kx + k(X9 — X7)
1= 1% (X — X
d*x

my —% = ky (3 = X3) + k3 X

dr?
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Se x = (X,X,)! € o vetor deflexdo, entdo podemos

reescrever as equacoes acima na forma:
d’x
—2 = A . x
dt

Uma solucao desta equacao diferencial € dada por:

Onde:

v € um vetor
e = cos(wt) +i - sin(wt), comi=~/-1
Aqui, temos um problema de autovalor do tipo Ax = Ax,

onde A = -w? Os possiveis valores de w sdo as
freqUéncias naturais que o sistema pode assumir.
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b) A curvatura de uma coluna delgada sujeita a uma carga
P pode ser modelada por:

dzy B %
dx> EI
Onde:
d2y ,
— € a curvatura
dx

M ¢é o momento de curvatura

E é o modulo de elasticidade

I ¢ o momento de inércia da secao transversal sobre o eixo neutro
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Considerando o corpo livre na Figura abaixo, 0 momento
de curvatura em x € M = -Py. Entao:

2

d”y 2
—=+p“y=0
dx*
Onde:
2
P =

P P

f ! ¥ i
(O -

M

P’
(L.0) ¥
P’
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Para esse sistema, sujeita as condicdes de contorno y(0)
=y(L) = 0, a solugao geral € dada por:

y = Asin( px) + B cos(px)

onde A e B sdo constantes arbitrarias que devem ser
obtidas usando-se as condi¢des de contorno.

Assim, se y(0) = 0 obtém-se B = 0 e se y(L) = 0 obtém-se
A sin(pL) = 0.

Mas desde que A = 0 representa a solucio trivial,
concluimos que sin(pL) = 0. Assim, para que esta ultima
igualdade seja valida devemos ter:

pL=nm,n=12,...

Portanto, existe um numero infinito de valores que
satisfazem as condi¢cdes de contorno. A equacgao anterior
pode ser resolvida para:

ni
=—,n=12,...
P L

OS quais sao os autovalores para a coluna. Cada
autovalor corresponde ao modo nos quais a coluna curva-
se.
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Combinando as equacgdes anteriores, segue que:

n2ﬂ2EY
LZ

p= ,n=12,...

Isto pode ser entendido como uma deformagao da carga
porque elas representam o0s niveis nos quais as colunas
movimentam-se em cada deformacao sucessiva. Na
pratica, em geral, o autovalor correspondente an=1¢é o
de interesse porque a quebra usualmente ocorre quando a

primeira coluna se deforma. Assim, a carga critica pode
ser definida como:
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Solugoes Numéricas

Nosso objetivo é apresentar métodos numeéricos para a
determinacdo dos autovalores e correspondentes
autovetores de uma matriz A de ordem n.

A menos que a matriz seja de ordem baixa ou que tenha
muitos elementos iguais a zero, a expansao direta do
determinante para a determinagao do polinbmio
caracteristico € ineficiente.

Assim os meétodos numéricos que estudaremos sao
obtidos sem fazer uso do calculo do determinante. Tais
meétodos podem ser divididos em trés grupos:

a) Métodos que determinam o polinbmio caracteristico;
b) Métodos que determinam alguns autovalores;
c) métodos que determinam todos os autovalores.

Nos dois ultimos casos determinamos os autovalores sem
conhecer a expressao do polinbmio caracteristico.
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Observacoes:

1) Em relacao aos métodos do grupo a), uma vez
determinado o polindmio caracteristico de A, para calcular
os autovalores devemos utilizar métodos numéricos para
determinacdo de zeros de funcao. Nessa classe
encontram-se, entre outros, os métodos de Leverrier e
Leverrier-Faddeev.

2) Os métodos do grupo b), chamados iterativos, sao
usados se nao estamos interessados em todos os
autovalores de A.



Autovalores e Autovetores

Meétodos que determinam o polindmio caracteristico

Teorema de Newton: Seja o polinbmio:

P(x)=ayx" +ax" " +...4a, ;x+a,

cujas raizes sdo: X4, X,, ..., X,. Seja ainda:

Entao:

k-1
>.a;8,_;+ka, =0, k=12,....n
i=0

Através desse teorema vemos que existe uma relacao
entre os coeficientes de um polinbmio e as somas das
poténcias das suas raizes.

Assim, conhecidas as somas das poténcias das raizes do
polinbmio podemos determinar os coeficientes do mesmo.
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Exemplo: Sejam s, = 6, s, = 14, s, = 36 as somas das
poténcias das raizes de um polinbmio P(x). Determinar
P(x).

k:1:>a0S1+Cl1 :O:>Cll :—aoSl
k = 2 — CloSz + CllS1+2Cl2 = O — 2612 = —CloSz — CllSl
k=3=> apss +611S2 + a» s +3Cl3 =0= 3613 = —apS3 —a1Sy) —aArS

Tomando o coeficiente do termo de maior grau do
polindbmio igual a 1, isto é, fazendo a, = 1, obtemos por
substituicao nas expressoes anteriores que:

Cl1:—6 a2:11 a1:6
O polindmio procurado é:

P(x)=x3—6x2+11x—6

Para os métodos numeéricos descritos a seguir usaremos a
seguinte notacao para o polinbmio caracteristico de uma
matriz A, de ordem n:

PAY = (=)' |7 = p 2 = py A2 = = p A= ]
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Método de Leverrier

Esse método fornece o polinbmio caracteristico de uma
matriz A de ordem n.

Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Se A, A,, ..., A,
sdo os autovalores da matriz A, isto €, se A, A,, .... A, sdo
os zeros do polinbmio e se

2ok
SkZZZi, lékﬁn,
=1

entao, pelo Teorema de Newton, temos que:
kpr =S, — P1Sg—1 —---— Pi—151, 1<k<nm

Portanto, se conhecermos os s,, poderemos determinar os
coeficientes p,, p,, ..., p, de P(A).

Fazendo expansao direta do determinante de A — Al e
usando o Teorema de Newton, tem-se que

pl :Cl11+6122 +...+a,,m

Ou seja:
A soma dos autovalores
s1=py =tr(4) de A é igual ao traco de
A.
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Entdo, desde que os autovalores de Ak sdo a k& poténcia
dos autovalores de A, temos:

Sp = tr(Ak)

Assim os numeros s,, S,, ..., S, sao0 obtidos atraves do
calculo das poténcias de A. Essas poténcias podem ser
usadas para determinar os coeficientes do polinbmio
caracteristico.

Determina-se as raizes desse polinbmio por qualquer dos
metodos numéricos estudados em zero de funcgoées,
obtendo-se os autovalores de A.

Exemplo: Seja a matriz A dada por:

Determinar seus autovalores usando o Meétodo de
Leverrier.
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Slth(A)Zl
2 0 0
sy =tr(4%), A-A=|-1 1 0| s,=5
-1 -1 2]
(2 2 -2
sy=tr(A), A*-A=|-1 -1 2 | s3=1
-3 1 0|

pr=s=>p =1
2py =5y —p1S1=> pr =2
3p3 =53 — P15y — Pasi = p3 =2
Assim:
P(A) = (=1 (2 = p i’ = pyA = p3)

PA)=(-1’P -2 -21+2)

PA)=-F + 12 +21-2
| » Calcular o
Zero
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Meétodos que determinam alguns autovalores

Método das Poténcias

Consiste em determinar o autovalor de maior valor
absoluto de uma matriz A, e seu correspondente
autovetor, sem determinar o polinGbmio caracteristico.

O método ¢é util na pratica, desde que se tenha interesse
em determinar apenas alguns autovalores, de modulo
grande, e, que estes estejam bem separados, em maodulo,
dos demais.

Podem surgir complicacoes caso a matriz A nao possua
autovetores linearmente independentes.

O método das poténcias baseia-se no teorema a seguir.
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Teorema:

Seja A uma matriz real de ordem n e sejam A,, A,,..., A,
seus autovalores e u,, U,, ..., U  seus correspondentes
autovetores. Suponha que os autovetores sao linearmente
independentes, e que:

> Az 2|4,
Seja ainda a sequéncia y, definida por:
Vi1 =Avi, k=0,1,2,...

onde y, € um vetor arbitrario, que permite a expansao:

n
Yo = z cil Com_blnac;ao
Jj=1 Linear

com ¢, escalares quaisquer e ¢, # 0, entao:

llm (Zk-l-l )r
k>0 (V)

:ﬂ“l

onde o indice r indica a r-ésima componente. Além disso,
quando k — «, y, tende ao autovetor correspondente a A,.
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Observacoes:

a)

No limite, todas as componentes de (z,,,)/(y,), tendem
a 1. Entretanto, na pratica, uma das componentes
converge mais rapidamente do que as outras. Assim,
quando uma das componentes satisfizer a precisao
desejada teremos o autovalor procurado. Além disso, a
velocidade de convergéncia depende de A//A,.
Portanto, quanto maior for | A,| quando comparado com
| A,|, mais rapida sera a convergéncia;

Para obtermos A, com uma precisdo , em cada passo
calculamos aproximagoes para A, usando a equagao
anterior. O teste do erro relativo usado como critério de
parada para cada componente de A, é€:

(k+1) (k)
A -4
‘ A

<&

r

Quando todas as componentes da equacao anterior
forem iguais, entdao o vetor y, dessa iteracdo € o
autovetor correspondente ao autovalor A,;
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d) Se algum vetor resultar no vetor nulo, o método falha.
Tal acontecimento deve ocorrer se as hipoteses nao
foram satisfeitas;

e) No Teorema ¢ feita a hipdtese de ¢, # 0. Se c, = 0,
entao a prova do Teorema indica que, teoricamente, o
vetor y, converge. Entretanto, na pratica, para matrizes
de ordem n 2 3, que satisfacam as demais condicdes
do citado teorema, o método funciona sempre.

Consequéncias do Teorema:

A partir de um vetor y,, arbitrario, ndo nulo, construimos
dois outros vetores y,,, e z,,,, do seguinte modo:

Zps1 = Ay

1
Vi+1 = Zk+1
A+1

Onde:

Ap41 = max‘(zkﬂ)r‘
1<r<n
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Exemplo:

Usando o método das poténcias determinar o autovalor
de maior valor absoluto da seguinte matriz com precisao
de 10-2:

oD O

S0 1
A=|2 2 2

Solugao:

Tomemos o seguinte valor para y,:

|
Yo =11
|
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Assim:
4

ZIZAyOZ 6
11

oy =max|(z; ),|=max(4],|6}[11])=11

b b

| 0.3636

yl :_Zl = 05455
o |

2.0908
Zny = Ayl = 38182
7.5454

Podemos, entdo, calcular a primeira aproximacao para A,.

5.7503
AD :—Ezzir ~ | 6.9995
MWr | 75454

Calculando-se o valor de a,, temos:

3.8182],[7.5454)=7.5454

b 5

o, =max|(z, ),| = max([2.0908
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Assim:

0.2771

yz :L22 = 05060

2%)
1

1.8313

Z3 = Ay2 = 35662

7.1204

Novamente obtemos uma aproximagéao para A,.

) 6.6088
4”:—(23 - =| 7.0478
Y2)r 71204

Calculando-se o erro relativo, temos:

2 1 0.13
M)_%)’” 0.07

@,
, 0.13

O qual possui todas as componentes maiores que 10-2.
Assim, devemos fazer uma nova iterac3ao.
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Observacoes:

a) E claro que se desejamos A, com precisdo maior basta
continuar fazendo iteracoes;

b) O método das poténcias deve ser aplicado se o
objetivo é determinar o autovalor de maior valor
absoluto de uma matriz. A desvantagem desse meétodo
é que ele fornece apenas um autovalor de cada vez.
Se todos os autovalores sao procurados devemos
aplicar outros métodos que sao muito mais eficientes;

c) Algumas vezes o maior autovalor, em modulo, € o mais
importante. No entanto, em alguns problemas, o mais
importante € a determinacao do autovalor de menor
valor absoluto.
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Método da Poténcia Inversa

E usado para determinar o autovalor de menor valor
absoluto e seu correspondente autovetor de uma matriz A.

O método é util na pratica, desde que se tenha interesse
em determinar apenas o autovalor, de menor modulo, e,
que este esteja bem separado dos demais.

Novamente, o método pode nao funcionar caso a matriz A
nao possua autovetores linearmente independentes.

O método da poténcia inversa € semelhante ao método
das poténcias, com a diferenca que agora assumimos:

A 2|z 2|2 > |4,
E desejamos calcular A..
Sabemos que se A é autovalor de A, entdo A é autovalor

de A-1. Além disso, se |A,| € o menor autovalor de A, entdo
|A,| € 0 maior autovalor de A-".
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Assim, o método da poténcia inversa consiste em calcular
pelo método das poténcias o autovalor de maior valor
absoluto de A1, pois assim teremos o menor autovalor,
em modulo, de A.

Portanto, dado y,, construimos dois outros vetores y,., e
z,., da seguinte forma:

1
Zra = A
1

YVi+l = Zk+1
24730

Onde:

Apy1 = max‘(zkﬂ)r‘
1<r<n

E, portanto:
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Note que na pratica ndo & necessario calcular A1, pois de:

1
Zra =A "y = Az =k

Exemplo:

Usando o Método da Poténcia Inversa, determinar o
menor autovalor, em moédulo, da matriz:

A=

S N

1
5
1

N W O

Solucao:

Tomemos o seguinte valor para y,:

1

Yo =11
|
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Assim: ) )
1 O | 0.5715
A21:y0:> 2 5 3 1= 1 :>le —0.1429
i 6 1 0.1905
o = max‘(zl)r‘ =0.5715
| 1
yl :_Zl = —02500
aq
0.3333
(2 1 0] 1 0.7024
Azy =y =12 5 3|z =9-0.2500 = 2z, =<-0.4048
0 1 6 0.3333 0.1230

Podemos, entao, calcular a primeira aproximacao para a
inversa de A.

o) 0.7024
/1‘1:(22{: 1.6192
YUr 103690

Calculando-se o valor de a,, temos:

a, =max|(z,),|=0.7024
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Assim:
1
y2:L22: —05763
2%)

0.1751
(2 1 0] 1 0.7377
Azz=y, =2 5 3|z3=1-0.5763; = z3 =1-0.4754
0 1 6] 0.1751 0.1084

Novamente obtemos uma aproximacao para a inversa de
A. 0.7377
PG S Py
O2) {06192

Prosseguindo, encontra-se que a A1 = 0.7471. Logo, o
valor A = 1.3385 é o autovalor de menor valor absoluto de

A.



