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Equacoes Diferenciais

Definicao: Tratam-se de equacdes envolvendo uma funcao
Incognita e suas derivadas, além de variaveis independentes.

Exemplos:
>9y(X)y(x)+4x =0

X € a variavel independente
y(x) € a funcéo incognita

. E
>u(x,t)=—u, (x,1)
ro
X e t sdo as variaveis independentes

u(x,t) é a funcao incognita

Qual a motivacéo para se estudar equacoes diferenciais?

As equacoes diferenciais estao presentes na formulacao
diferencial dos modelos representativos dos fendomenos

estudados nas ciéncias fisicas, bioldgicas e socias.




— Equacoes Diferenciais

m Algumas aplicactes das equacoOes diferenciais:

Falling stone Outflowing water
e peeonst h'=-k\h




) _Equagﬁes Diferenciais

m  Algumas aplicactes das equac0Oes diferenciais (continuacéo):

Resistor

R l Electro-

motive

| |'|-'II I
il I T force E
Velocity

Inductor

U

Current I in an

Parachutist RL — circuit
muv' = mg — bv? LI'+ Ri=E




LY
, estroyer

~—__ curve

Ship
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Pursuit problem

y = y/Vat -y

Equacoes Diferenciais

m  Algumas aplicactes das equac0Oes diferenciais (continuacéo):

Cable of a
suspension bridge

y'=hkyV1+y?




E— Equacoes Diferenciais

Algumas aplicacoes das equacoes diferenciais (continuacao):

o
Displace-
ment
o
m

Vibrating mass
on a spring Pendulum
my" + ky =0 8" +gsinf=0




Equacoes Diferenciais

O gue desejamos quando encontramos uma equacao
diferencial?

Encontrar uma funcéo incognita que satisfaca
identicamente a equacao diferencial. Quando essa funcéao
€ a mais geral possivel, associada a constantes de
integracao, ela é dita solucéo geral. Quando a solucéao é
apresentada para alguns valores especificos das
constantes de integracéo essa € dita solucdo particular.
Certas equacoes diferenciais possuem ainda solucao que
foge ao formato geral, denominada de solucao singular.




Equacoes Diferenciais

Exemplificando os tipos de solucéao:

| y(x)=Ce*| y(x) =€
Solugéo geral y(x) =- 3"
Solucdes particulares
] C=2
]
] C=1
2//
af c=0
2
] C=-1
]




Equacoes Diferenciais

Exemplificando os tipos de solugdo (continuacao):

| |
YW= & [W) = 19} 0= ]

Solugéo geral y(x) =3x - 4

Solucgdes particulares  Solugao singular

104

— Solucoes particulares

— Solucéo singular




Equacoes Diferenciais

Sera que nos sabemos resolver
equacoes diferenciais?

Simmmm!!! No curso de Calculo
Diferencial e Integral, a cada
Integral resolvida tinha-se uma
equacao diferencial
solucionada.




Equacoes Diferenciais
Classificacgoes:

> Ordinaria (EDO) versus Parcial (EDP) - a depender se a
equacdao diferencial apresenta uma ou mais variaveis
independentes.

> Linear versus Nao Linear - a depender se os termos
envolvendo a funcéo incognita e suas derivadas se
apresentam na forma linear.

> Homogénea versus Nao Homogénea - a depender se o0
termo que independe da funcéo incognita e suas derivadas
é identicamente nulo.

Ordem de uma equacao diferencial: Ordem da mais alta
derivada da funcao incognita presente a equacao diferencial.

Exemplos:
> 9y (X)y(x)+4x =0 EDO de 12 ordem, ndo linear e ndo homogénea

. E . .
» U(X,t) =—u (X,t) EDP de 22 ordem, linear e homogénea
M

N L
»(q(t) +—senq(t) =0 EDO de 22 ordem, néo linear e homogénea
9
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Formas de apresentacéo da equacao diferencial:

» Forma Normal y((x) =1 (X, y(x))
Ex: y'=X+2Xy
» Forma Diferencial M(X,y)dx+ N(x,y)dy=0

Ex: (1+2y)dx-(1/x)dy=0

Campo de direcoes:

> Baseia-se na apresentacao da equacao diferencial na
forma normal.

> Geometricamente a forma normal estabelece, em
qualquer ponto (X,y), o valor do coeficiente angular
(y'=dy/dx) da reta tangente a solucéo da equacéao
diferencial neste ponto.

» O campo de direcbes pode ser visualizado pelo desenho

de pequenos segmentos de reta num conjunto
representativo de pontos no plano xy.
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m Campo de direc¢des (continuacao):

R

TR IS8 AR,

JE o 82t o EAEIE. 1B it IR

y'=F(X,y)=x+2Xxy




EDO’s - 12 Ordem

Campo de diregc“)es (continua(;éo):

T(X,y)=x+2xy

y’:
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Campo de direcdes (continuacao):

Qual a relacao entre
0S campos de
direcoes e as
solucoes das

equacoes
diferenciais?
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Campo de direcdes (continuacao):

A WRRNNSE T | y=foay)=xeaxy

A ¥ '
'

i

)
.

:
.
. .
.

;
! .
.

.
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Metodos de Solucéo:
> Situacdo elementar na forma normal

yi(x) =f(x) & R y(x)=F(x)dx+C

Exemplo: Y&X) =- cos(x) +§ P y(x)=- sen(x)+)l(—0+C

4008 & 4 20 2 4 6 8 10 y

X

Obs: Esta mesma sequéncia pode ser empregada

para y'(x)=f(y), s6 que, neste caso, determina-se
x em funcao dey.
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Metodos de Solucéo (continuacao):
> Situacao elementar na forma diferencial

M(x)dx+N(y)dy=0 & - gM(x)dx + N(y)dy =C

Conhecida como equacéao diferencial
com variaveis separaveis
. dy
Exemplo: 4x +9y(X)y&x) =0 ou 4x +9yd— =0
X
4xdx +9vdy =0\ yixdx +Pydy =0

- e
T e
/// /,—' .4_ \ N
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Metodos de Solucéo (continuacao):

> Situacgdo particular na forma normal que pode ser reduzida
a uma equacdao diferencial com variaveis separaveis

y&x) :fggg
exXg
y(x)
X
\' y(X) =u(X)x b y(x)=u(x)x +u(x)

Mudanca de variavel: u(x) =

Fazendo a substituicdo na equacéo original tem-se que

ugx)x +u(x) =f(u) ou de +#du =0
X u- f(u)

S

1
INn(x) + ¢ du=C Com variaveis separaveis
(X) 0w S — p

Ao se determinar a solugéo implicita da ED, faz-
se a substituicéo de u(x) por y(x)/x, definindo-se

a solucdo em termos das variaveis originais.
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Exemplo: 2xyy¢ y*+x* =0 ou y¢:laq/—— ig
28x Y
1l 16 L2u
\ f(u)—zgﬂ- a§ In(x) + - du=C

\In@)+m@2+ﬂ:C2me@2+ﬂ:K

Retornando as variaveis originais e arrumando a
expressao tem-se que

X% +y? =Kx
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Metodos de Solucéo (continuacao):
> Equacéo diferencial exata

Definicdo: A equacéo diferencial € dita exata quando as funcdes
M(x,y) e N(x,y) da forma diferencial gozam da propriedade

TM(x,y) _ IN(X,y)
iy ix

Quando um equacéo diferencial é exata, entédo existe uma
funcéo u(x,y) tal que o seu diferencial total representa o
membro esquerdo da equacéo diferencial, ou seja,

du = MOGY) 4 IUXY) 0 - M, vy + N(x, y)dy

fix Ty
p XY _ i yy @ TMOSY) N y)
fix Ty

E sabido que para as func¢des “suaves” a derivada cruzada de
segunda ordem independe da seqiéncia de derivacéo, ou seja,

T &ulx,y)o_ T adux,y)o  INKXy) _ TM(x,y)

x& v g5 Ve X o x Ty
/

Condicédo ja garantida
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> Equacéo diferencial exata (continuacéo)

Solucao: Partimos de uma das igualdades entre as derivadas
parciais da funcéo u(x,y) e as funcdes M(X,y) e N(X,y).
Considerando a primeira delas,
Mu(x,y) \
" M(x,y) P u(x,y) =M (x,y)ax +f(y)

Substituindo agora esse resultado na segunda igualdade tem-se

L laMoysHte)=Neey

t”
d(yy) N(X,Y)- —y(dwx y)dx) % /

b f(y) = GN(X,y)dy - (dwx y)dxljo\/

Como du(x,y) tambéem é igual a zero, tem-se que a funcao u(x,y)
€ uma constante, de onde se conclui que a solucdo implicita da
equacdo diferencial exata é dada por

OM(x, y)dx + ON(x, y)dy - Oé.”—(dv' (x, y)dX)udy C

u




EDO’s - 12 Ordem

> Equacéo diferencial exata (continuacéo)
Exemplo: 2xsen (3y)dx + [3x2 cos(3y) + 2y|dy =0
Verificando se a equacao diferencial é exata
M(x,y) = 2xsen(3y) e N(x,y) = 3x”cos(3y) +2y
Como M _ 1111—N = 6x cos(3y) aED éexata.
X

Ty
Desenvolvendo as parcelas temos

(Mdx = x*sen(3y) e Ndy = x* sen(3y) +y*

ﬂ1((‘jvlolx): 3x* cos(3y)\ Oii(dwdx)“@y = X" sen(3y)
y efly U

chegando-se a solucéo implicita: x?sen(3y)+y?=C

A—tmn

e e TEEn -
-:-‘:‘::?;‘-—__E.----"T:.#F';m
N - E Iy
S S
S o - :—--.. —*:_—_—l'm'ﬂlll—
N Yf’%:; e
.---"r,.-‘lr .""; <17 .-"'- Mo
m.lﬂ”ﬂ-—:&:r: ---- ] “-H-H&q'\:.—'-m—
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Fator de integracéo de uma ED néo exata:

> Motivacio - E possivel transformar uma ED exata em uma
nado exata multiplicando-a por uma certa funcao.

Exempilo:

2
Xydx +X7dy =0 eexata, porém ydx +§dy =0 éndo exata.

> ldéia - Encontrar uma certa funcéo (fator de integracgéao)
- gue transforme uma ED ndo exata em um exata.

Considerarque M (X, y)dx + N(x,y)dy =0 sganéaoexata.

F(x,y)=?| FMdx + FNdy =0 sgjaexata\ ﬂiy(FM) :%(FN)

Este problema é mais
complicado que o original.
Troquei uma EDO por umg EDP.
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m Fator de integracéo de uma ED néo exata (continuagéao):

FRHUIRRCS DESEIST S

L] Ll
sl Ty

Pl =

Vamos supor gue o fator de intgra(;éo sej funcéo
apenas de uma das variaveis, ou seja, F=F(x) ou F=F(y).
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Fator de integracao de uma ED ndo exata (continuagao):

Se F=F(x), entio - (FM) = ey b M _dF g TN
Ty Mx Ty dx Tx

1dF_ 1M NG

Fdx NgTy xg

[ F=F(x) s6 existira se o membro a

direita for independente da variavel y.

Possibilidades:

» O membro a direita independe de y — Determinamos o fator de
integracao, reescrevemos a ED (agora exata) e solucionamos com 0
método ja apresentado.

 Caso contrario - Tentamos encontrar um fator de integracéo que sé

dependa da variavel y, ou seja, F=F(y). b 1dF _ 1N 9qMO
Fdy MEWX Ty 5

__—

F=F(y) s6 existira se o membro a
direita for independente da variavel x.
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Fator de integracao de uma ED ndo exata (continuacgéao):
Exemplo: (4x +3y° )dx +2xydy =0
M(x,y) =4x+3y* e N(x,y) = 2xy
p M:6y1 m:2y\ ED n&o exata
Ty fix
Existe algum fator de integracao do tipo F=F(x)?
1M 1N o_ 1
NEy x5 2y

lfzg\ 1dF=de\ IN(F) = 2In(x) P F(X) = x?
Fdx x F X

Trabalhando as etapas posteriores chegamos a seguinte solucao
implicita da equacéo diferencial

TN
x4+ x%y2 =C \ _1 Y\t\\

(6y - 2y)= 5\ F=FX) épossivel
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Equacao diferencial ordinaria linear:
» Formato y{(x) + p,(x)y(x) = q(x)
> Homogénea y({(x)+p,(X)y(x)=0

Solucao: 1 Variaveis
Na forma diferencial p,(X)dx +§dy =0 / separaveis

Empregando o procedimento ja apresentado

OPo (X)dx + (‘%dy =C

OPo(X)dx +In(y) =C
In(y) =C- P, (x)dx

y(X) — eC- 0Pg (X)dx

y(x) =Ke wo<x>dx/_
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Equacéo diferencial ordinaria linear (continuacéo):
» N&o Homogénea y(x) + p,(x)y(x) = q(x)

Solucéo: Nao
Na forma diferencial (po(x)y - q(x))dx +dy =0 exata
Procurando um fator de integracdo no formato F=F(x)

1dF_1&M m—— Po(X)\ €épossivel

Fdx NgTy WXg
LaF = p, ()1 IN(F) = gpo()ck P F(x) = €77

Desenvolvendo o procedimento ja apresentado
(Po(x)dx o, (x)dx

e (py(x)y - a(x)Jax +e%*dy =0

N o(X)dx < (Po (X)dx N Ao (X)dx

M x,y)ax = a7 p, (x)ya - oa"’ a(x)dx e N(x,y)dy =€

1(dw(x,y)dx) FT (¢ (dVI<x y)dx)gﬂy Y% py (e

M 090%‘” q(x)dx+e<?°( "y y g e = C
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Aplicacbes das EDQO'’s de primeira ordem:

Aplicacdo 1: Em um reservatorio, armazena-se uma quantidade
conhecida de um produto dissolvido em um volume de agua. A
partir de um dado instante, este reservatorio passa a ser
abastecido por uma tubulacéo que despeja uma solucdo desse
produto em uma concentracéo de c g/l, a uma vazéo de g I/min.
Neste mesmo instante, abre-se um orificio na parte inferior do
reservatorio, permitindo-se um vazao de saida também de g I/min.

Pede-se encontrar o histérico da quantidade do produto em pauta
no reservatorio.
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Aplicacao 1: Dissolucéo (continuagéo)

[qd’ﬁQ ~ dQ= OJ Forma diferencial

Condigdo inicial 4 X Q(0)=Q,

Solucgéo
ﬂ O ﬂt
Q(t) = CV§1 It Qe
7]
-~ —
Contrlbuu_;ao da Contribuicéo da

vazao de entrada quantidade inicial
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Aplicacao 1: Dissolucéo (continuagéo)
B ) Dois parametros de
Solucéo normalizada /influéncia do modelo

NN
QL) _ g:el e_tg + e_t

2]

cV/Q,=0,4

q/V=0,10

q/V=0,15

q/V=0,30

T 11
60
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Aplicacbes das EDQO'’s de primeira ordem (continuacéao):

[
L
w_é (1), &(t)

Aplicacao 2: Modelo linear de Kelvin

E
Por equilibrio s(t)=s,, (t) +s, (1)\ s(t) =Ee(t) + hé(t)
ou é(t)+— e(t) -ﬂ EDO Linear Néao
Homogénea

Solucionando a equa(;éo diferencial resultante
E

e(t) = e g(‘)e S(t)olt+C—
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Aplicacdo 2: Modelo linear de Kelvin (continuacgao)

No ensaio de fluéncia s(t) S
E E E

g(t) = e 9 —dt+C‘\ egt)=e gei‘_oe dt+C‘
¢ o &h o

E E
t —t

3 E
\ gt)=e "= —g" +C‘\ e(t) =— +Ce /| Solugio
8h E 2 E geral
Impondo a condicéo inicial do problema

S
e(0)=0\ —+C=0\ C= -—ID e(t) =
©=0 = = P e(t)=

I
3

H
1
o
N
O
Q"
o
—~
—+
11
@
0| ".—T
N

Wew) ™ N

I
»
8

Sim =|im =Im
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Aplicacbes das EDQO'’s de primeira ordem (continuagao):

Aplicacao 3: Modelo do sélido linear padréo “D

L
}‘%W S (t) e(t)
Por equilibrio s(t) =s,(t) =s,(t) E

Das relagdes constitutivas s, (t) =E.e,(t) e s,(t) = Ee (t) + hé(t)
Da equacédo de compatibilidade e(t) =e,(t) +e/(t)

_s(m), s

E necessario
prescrever a tensao
ou a deformacao em

funcéo do tempo

. E
e(t)"'ﬁ

No ensaio de fluéncia s(t) =3

5,528 -Et('j
t)=—+—
) =g +gf-e
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Aplicacao 3: Modelo do solido linear padréo (continuacéo)

No ensaio de relaxacdo e(t)=¢€

_é S(t) s(t)ae Eo
h Eo h(é Eoﬂ

ou

+
S(t)+EO E

+
L Condicao inicial s(0)=E. e

EHEO+E':'tC')
s(t) = —2— 9E+E et o

E, +Eg 5
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Aplicacbes das EDQO'’s de primeira ordem (continuagao):

Aplicacéo 4: Em muitos problemas de engenharia, assim como em
outras areas, conhecida uma familia de curvas, busca-se uma outra
familia de curvas que interceptam perpendicularmente as curvas
da familia inicial. As curvas dessa segunda familia sdo denominadas
trajetorias ortogonais. No escoamento de fluido, as trajetorias
descritas pelas particulas fluidas chamam-se linhas de corrente, e
as trajetorias ortogonais sdo denominadas de linhas
equipotenciais. Para um escoamento em torno de um canto
ortogonal as linhas de corrente séo dadas por xy=c. Encontrar as
expressoes das linhas equipotenciais, representadas na figura
abaixo pela curvas tracejadas. ﬁy




Linhas de corrente

Xy =C

09

08

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1
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Aplicacédo 4: Determinacao de trajetoérias ortogonais (continuacao)

Derivada implicita

.
1
] \
I = campo de direcdes
i \ == |inhas de corrente
i \ §
- ‘. i
3
L
AN
| Y
B
LB\
BERAANY
TYVNN
AR
AN NN NSRS = =
I T e it =i i
DN i B S S it B e
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Aplicacédo 4: Determinacao de trajetoérias ortogonais (continuacao)

Linhas equipotenciais

EDO m
Solucéao geral m

Variaveis
separaveis

y=+C+Xx°

4
4

} W ™A N S
RS AN N 3
09 R\ AN AN NN N\
———r"‘"\\\\\‘ NN N BN
A W AR
1 A1 %Y b B MR SROSS By
RN eod
R N
LTI RINENAY) == campo de direcdes
AN VRN A 3
HAVRN 3 UNA VXN RS AR
o I EALPL S SOV O ON SN R .
X AN N RN NN i N
PRI RPN AN AY == [inhas de corrente
3 UL AR AN N NN YA o
05 A AR AR A AN AR A R N
{‘\}\\\Q\ :. "R N S I- h - - =
N
AL ISR, === linhas equipotenciais
\\\\\:\\ N S \\@:E PP
AN AN ety Y At P
03 Ay ABAY (59559 o Sty e e e =~
MANINY \\\\\* —— o o T
BV MM ANSRSSS S
02 B 2 N s e —— f
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01 L RN NN 1% %"*—__J’:_
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2 i
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Programas comerciais de matematica simboalica:

Resolucédo analitica e/ou numérica

» Derive (http://www.mathware.com)
» Mathcad (http://www.mathcad.com)

» Mathematica (http://www.wolfram.com)

» Matlab (http://www.mathworks.com)
> Maple (http://www.maplesoft.com)
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m Programas comerciais de matematica simbolica (continuacao):

Maple

|7 petcgiti 5 - Ut 13 - [Seres 1] = ‘.ME
Fiz Ect Wem Troel Fomat Toos  Window  Help

Ddasds XBM ¢ T EE 2= O%Fe [odix G
T = perazpecen Hiexlle iy 2@ === 0!
Expraiicn [ B
Syl

Walrix

Yador ![

Maple 9.50
S iy
Wiipi Lsar Frodie:
Licenzeiite Snge-Lizar

Sl Wb 91 SRS
Expistion Date: PEmanest LicEnss

Copmpright (£ Wapiesat, 3 chision of Vsleroo Maple b, 1901 - 2004,
Al peceed. Mepkean s Miephs e tedan ks or il oo ek e,

Frody frime: 0502 Wrerary: 0124
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Programas comerciais de matematica simbolica (continuacao):
Maple

dsolve - solve ordinary differential equations (O DEs)

Calling Sequences
dsalwve{ODE)

dsolve(ODE, y(x), extra_args)
dsolve({ODE, I1Cs}, y(x), extra_args)
dsolve({sysODE, ICs}, {funcs}, extra_args)

Parameters
ODE - ordinary differential equation
Tix) - ndeterminate function of one varable
ICs - rutial conditions
{sysODEy - setwith a system of ODEs
{funcs} - set with mdeterrminate functions

extra args - [(optional) depends on the type of problem bemng solved (zee below)

Herein {x, y(x)} represent any pawr of mdependent and dependent vanables.
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m Programas comerciais de matematica simbolica (continuacao):
Maple

.5 - Untitled (1) - [Server 1]
Wiew Insert Format  Tooks  Window  Help

BE8 BB S¢ TP =

E &

=
C Maple nput ﬂ |M0nospaced ﬂ |12.~r| ’i In

B
=]

aa @

m 1

O % b
&3 ap

o

1 _5 dsolve (4*x+ 9%y (x) *diff (v (x) ,x)=0,v(x) ,implicit) ;

y(x)2 5 %xz - CI=0

;-dsolve(diff(y(x),x)AZ—x*diff(y(x),x)+y(x)=0,y(x));

(x) = lxzj wx)=- CI ‘ix - NF
' 4

;-dsolve(2*x*y(x)*diff(y(x),x)—y(x)“2+x“2=0,y(x),implicit);
y(x)2 -(x+ ChHhx=0
_5 dsolve (diff (v (x) ,x)=x+2*x*y (x) ,v (X)) ;

) =- %+ e 7

;-dsolve(diff(y(x),x)=—cos(x)+x/5,y(x));

=it B
10
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Métodos numéricos:

Motivacéo: E possivel empregar os conhecimentos do Calculo
Diferencial para a determinacao da solucao particular
aproximada do problema de valor inicial (PVI1) dado por

DR (=)

EDO Condicao inicial

Métodos a serem discutidos:

» Método de Taylor
> Método de Euler
> Método do Ponto Médio

Outros métodos:

» Método de Euler Melhorado
» Método de Euler Modificado
» Método de Runge-Kutta




EDO’s - 12 Ordem

Metodos numeéricos (continuacéo):
Método de Taylor:
Baseia-se na representacao da solucédo particular da
equacao diferencial em série polinomial (série de Taylor).
Do Calculo Diferencial, sabe-se que uma fungéo y(x)
pode ser representada, a partir de um ponto x=a,
atraves da seguinte série polinomial:

()= y(@) +yea)x- a) + Yo (x- o'+

y®a) (x- ) + y(z!(a) (x- a)'+...

ou

¥ (I)
y(x) = a ()( a)

A série em pauta é encontrada forcando-se que esta
possui 0 mesmo valor da funcéo y(x) e de suas infinitas
derivadas em x=a.
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Metodo de Taylor (continuacéo):
Exemplo:

Qual a série de Taylor da funcéao y(x)=sen(x) em
relacdo ao ponto x=07?

y(x) =sen(x) P y(0) =0
y&x) = cos(x) b y40) =1
y&x) =-sen(x) P y%0) =0
y®x) =- cos(x) P y®0)=-1

x> x> x' x°

YO) =sen(x) =X - g g

Se a série for truncada até um nimero finito de
termos, passariamos a ter uma representacao aproximada
para a funcao y(x).
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Metodo de Taylor (continuacao):
Exemplo (continuacao):

Grau 5

-IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII Sin(X)
n 05 1 15 2 2 3

b
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Metodo de Taylor (continuacao):

Como gerar a série de Taylor da solucéo particular do
PVI1 dado por y'(X)=f(x,y(x)) com y(a)=y,?

y(@) =y,

y(a)=f(ay(@)=f(ay,)

y«(a) ="

y«(a) =7
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Metodo de Taylor (continuacao):

Como gerar a série de Taylor da solucéo particular do
PV1 dado por y'(x)=f(x,y(x)) com y(a)=y,? (continuag&o)

y«(a) =7
y(x) :(y((X))gdif(x,y(x)) :\
v i X
foaf, ) op g
o dx Y,

\ y(@) = Xayo) +f(ayof )@ o)
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Metodo de Taylor (continuacao):

Como gerar a série de Taylor da solucéo particular do
PV1 dado por y'(x)=f(x,y(x)) com y(a)=y,? (continuag&o)

y«(a) =7

T Tk y&(x)= (y(l(x)) (f +ff ) \

e wer )+ (s

x oy 7 ldX

f o +2ff, +f f +f5F +ff§/

\y(@) =( @ o) + )@y Jayo) +
f(a.Yo)[2F oXa. yo) +f (@ yo)f @ yo) +f (@ Yo)’]
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Metodo de Taylor (continuacéo):

Exemplo:
Considere o PVI dado por

y(x)=-y(x) com y(0)=1

A solucéo analitica da EDO pode ser determinada
considerando-a com variaveis separaveis, de onde se

conclui que
; y(x)=e”

De acordo com o Método de Taylor, as derivadas da
solugdo em x=0 necessarias para a construcao da
respectiva série sao dadas por

y(0)=1 y(0)=-1, y«0)=-y4(0) =1 efc

chegando-se a

2 X3

_ X
y(x) =1- X+E- E+...
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Metodo de Taylor (continuacao):
Exemplo (continuacgao):

5 S3(X) S. ()
: / /Sl(x)

D'EE S7(X)

~y(x)=e

D T T T T T T 17T T T T 17T T T T T T T T T T°7T 1
l ns 1 15 2 k= 3
: ¥
-05-

S2(X)  Sa(X) Se(X)

=

= Intervalo versus Precisao versus Termos da série

= Termos da série versus Derivadas parciais versus Tédio
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Metodos numeéricos (continuacéo):
Metodo de Euler:
Baseia-se na representacao da solucédo particular da
equacao diferencial em série polinomial truncada (série de
Taylor) até o termo linear, ndo sendo exigida com isso
nenhuma deducéo extra, porém o intervalo de interesse é
subdividido em varios subintervalos.

Se for empregado intervalos uniformes de passo h,
este método resulta na seguinte equacao de
recorréncia:

Y (Xnia) =Y(X,) +Y(X,)h
ou

Y(Xnnt) = ¥(,) + X0, Y (x)]n
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Metodos numeéricos (continuacéo):
Método de Euler (continuacéo):

y

~ 4 etc

Y y(X): solugéo particular

Y1
D,

Yo|
D,

h—{ h-
Xo X %X i

Supondo que y"(X) seja continua e |f (X,y)| = L dentro
do dominio de interesse, tendo ainda |y'(X)| =M, é
possivel mostrar que

P, e St febr -]

onde D, representa o erro absoluto, ou seja,

D, =y(x,)- ¥(x,)
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Método de Euler (continuacéo):

Exemplo:
Considere o PVI dado por |Y{(X) =- y(X) com y(0)=1
1
— yp=e*
0.9 — h=0F [
— h=023
08k — h=015 R
07k -
06 -
0sf -
04F -
03k -
02k N
01k -
I:I 1 1 1 1 1
1l 0.5 1 1.5 2 25 3
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Metodos numeéricos (continuacéo):
Metodo do Ponto Médio:

Trata-se de um método com grau de precisao mais alto

gue o Método de Euler.

Para deducéo da equacéao de recorréncia, estimam-se 0s
valores da solucéo particular em vizinhangas de x=x,
através da série de Taylor truncada no termo quadratico
(dai apresentar uma melhor preciséo). Com isso,

5,0) =50,y )+ L)

Y(Xo.) = Y(X,) - y&x,)h +%hz

Substraindo-se as partes acima, tem-se

—y(xnﬂ) - V(X n—1) = 2y((xn)h /

gue leva a

V(X i) = Y(X 1) + 2f [x,,, ¥, |

Exige um
tratamento
particular
no 1° passo
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Metodo do Ponto Médio (continuagao):

Exemplo:
Considere o PVI dado por

y{(x) =-y(x) com y(0)=1

0.9

0.8+

0.7

0.6

0.5+

0.4

0.3

0.2

0.1

T ylEe
— h=0E ]
— h=073
— h=0,15

0.5 1

1.5 2 25 3
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Equacao diferencial ordinaria linear:
> Formato geral y{(x) +p,(x)y{(x) +po(x)y(x) =q(x)
= g(x)° OP homogénea
caso contrario b n& homogénea

= Po(X) e py(x) saofuncdes constantes P com coeficientes constantes

caso contrario P com coeficientes variaveis
> Considerando a homogénea y(x)+ p,(X)y{(x) +p,(X)y(x) =0

Principio da superposicao: se y,(X) e y,(X) séo solucdes da ED,
entéo qualquer combinacéo linear dessas funcdes, dada por
Cc,Y,(X)+C,Y,(X), também é solucéo.

Com coeficientes constantes: estima-se a solu¢do no formato
y(x)=e'x, motivado pelo formato da solucdo da EDO linear de 12
ordem. Substituindo-se na ED, chega-se a denominada equacéo

caracteristica, dada por i 2
Lo _ - Putopi-4p
2 , . I = 1 21 0
| “+p) +p,=0 P raizesj

i - Py- AP - 4P,

fl2= 2
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EDOL20H com coeficientes constantes (continuacéo):
Caso 1: raizes reais e distintas
Solucéo geral Y(X) = cle' X+ CzeI N
Caso 2: raizes imaginarias
Solucao geral y(x) = CleI v+ CzeI 2X
Reformatacéo da solucdo geral

As raizes sdo conjugadas: | , =a+bi e | ,=a- bi

Identidade de Euler: €% =¢e°(cosd +isend)

I
y(x) — Cle(a+bi)x + Cze(a' bi)x
y(x) = c,e™[cos(bx) +isen(bx)] + c,e™ [cos(bx) - isen(bx)]
y(x) = e |(c, +¢,) cos(bx) + (c, - ¢,)isen(bx)]

y(x) = e*[c, cos(bx) +T,sen(bx)] -
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EDOL20H com coeficientes constantes (continuacéo):

Caso 3: raizes reais e iguais
Com os parametros | , e | , iguais, temos que procurar uma outra
funcéo da base de geracédo da solucdo geral. Assim como quando
estudamos espacos vetoriais, a base deve ser formada por
entidades linearmente independentes, cujo conceito pode ser
facilmente adaptado quando se trata de espaco de funcoes.
O procedimento a seguir permitird encontrar uma outra funcéo da
base a partir de uma ja conhecida, valido inclusive para a ED com
coeficientes variaveis. Em particular, esse sera util para tratar o
caso em questao.

Admitir Y, (X) = U(X)Y,(X) para garantir que sejam LI.
Como essa nova funcédo também deve satisfazer a ED, fazemos a
substituicdo no intuito de determinar u(x). Portanto,

(uty, +2utyg +uy€)+p, (uy, + uy§)+p,(uy,) =0

y, U+ (2yg + poy, Jut+ (V£ ey, Ju =0

e 0 28] 0
u@+§2y—g+ p,su¢=0 ou U =ud U¢+§2y_{t+ p,sU=0
Y1 %] Y1 %]
- y—“L]:+p1%dx

P U(x)=e " ¢ deondeé possivel sechegar a u(x).
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Caso 3: raizes reais e iguais (continuacao)

Para o caso particular em que p,(x) e p,(X) séo constantes
el,=l,=I, tem-se

y.(x)=€* e yf(x)=1 &~ onde I _-%
Bt g
U(x)=e Cg = e - 1p u(x) =x

Portanto, a solucdo geral da equacao diferencial ordinaria de 22
ordem homogénea com coeficientes constantes cujas raizes da
equacao caracteristica séo reais e iguais é dada por

— | |
y(x) =c,e " +c,xe”
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EDOL20OH com coeficientes constantes (continuacéo):

Exemplo: Sistema massa-mola-amortecedor em vibracgéao livre

C — ..
o u,u, u
1N

e
K

Equacédo de movimento

Miu+Cu+Ku=0 ou U+£u+£u=0
M M

U+ 2xwyU +wiu = 0 onde W :% e 2xw, =%

\

Equagéo caracteristica |2 +2xw, +w: =0

EDOL20H
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Exemplo: Sistema massa-mola-amortecedor em vibracao livre (cont.)

Caso 1: Sistema harmoénico ndao amortecido x=0

057&\ m ——u(0)=1e u(0) =0

n —u(0)=06 e u(0)=01

o] w,=0.1
1_
" oe —— w,=0.1
— w, =02
g 20 t B0 100 u(0)=1
051 u(0)=0
1A
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Exemplo: Sistema massa-mola-amortecedor em vibracao livre (cont.)

Caso 2: Sistema subamortecido quando 0<x<1

(Movimento harmonico amortecido)
1_

0.81
0.6

u % A — x=01
' — x=0.2
0.2

. 4:\ S, w, =0.2
U 20 4 B0 W 100
e ﬁjf u(0) =1
0.4
14

a(0)=0

0.6

0.81
0.67

L 0.4] /\ /\ — w, =01
- — w, =02
/\ N\ /A S x=0.1
0 2 4 0 W 100
) u(0)=1

((0)=0

-0.41
-0.67
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Exemplo: Sistema massa-mola-amortecedor em vibracéao livre (cont.)

Caso 3: Sistema superamortecido quando x>1

0.81

0.6

. — u(0)=1eu(0)=0
041 — u(0)=-02eu(0)=0.1
0o] X=3
w, =0.1
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Exemplo: Sistema massa-mola-amortecedor em vibracao livre (cont.)

Caso 4: Sistema com amortecimento critico quando X =1

. —— uw0)=1eu(0)=0
0.4 — u(0)=-02eu(0)=0.1

0] x=1
f\ W, =0.1

o 20 40 B0 B0 100

0.2+
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Exemplo: Sistema massa-mola-amortecedor em vibracao livre (cont.)

Uso do Maple

| = T 1 L e e L S S S S

C Maple input =l IMnnnspaced =l |12 ~ E I 1 2o E

m !

ion

f> restart:

;-ksi:=0.1: w0:=0.25ﬂ

r ;-u0:=2: v0:=0.1:

[~ :> dsolve ({diff{u(t) ,t$2)+2*%ksi*wO*diff (u(t) ,t)+w0"2%u(t)=0,u (0)=ul,D{u) (0)=v0} ,u(t
¥y;

() s e
U(f):%me 40 Sil{jome-ﬁ-Ze 40 cos{iﬂt}

AS assign (%) ;
> plot(u(t) ,t=0..100) ;

ANV

I‘hme. 13.55s Msmury’. 4.93M
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Equacao diferencial ordinaria linear:
» Formato geral

Y +p, L QY™+ 4 p (X) YO Py (X)Y = g(X)

=((x) °© 0P homogénea
casocontr&io P n&o homogénea

=P, (X), ..., P,.,(X) sdofungbes constantes P com coeficient es constantes
casocontraio P com coeficient es variavels

» Considerando a equacao homogénea

Solucéo geral: a solucéo geral da equacdo homogénea tem o
formato c,y,(X)+ c,y,(X)+...+Cc.y,(X), onde as fungoes y;(x) formam
a base da solucéo.

Com coeficientes constantes: Extrapolagcéo do procedimento que
foi feito para a equacao diferencial ordinaria linear de 22 ordem.
Aqui, precisam ser determinadas raizes de polinémios de grau N.
No tratamento das raizes repetidas, passa a ser considerada a
funcéo u(x) no formato X, x2, etc, a depender do nimero de
repeticdes da raiz.
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Equacéo diferencial ordinaria linear (continuacao):

» Considerando a equacao hao homogénea

Solucéo geral: a solucdo geral da equacdo ndo homogénea tem o
formato y,(X)+y,(x), onde a primeira parcela corresponde a
solucédo da equacdo homogénea e a segunda parcela representa
alguma solucéo particular da equacdo ndo homogénea.

Solucao particular: Existem dois procedimentos para a
determinacéo da solucéo particular.

» Método dos coeficientes a determinar - Pode ser empregado
guando a equacao diferencial possui coeficientes constantes e
a funcao q(x) apresenta-se no formato polinomial, exponencial
e trigonométrico. A idéia principal do metodo consiste em
admitir a solugéo particular como uma expressao similar a da
funcéo q(x), envolvendo coeficientes incognitos que sao
determinados ao se tentar satisfazer a equacao diferencial.
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= Método dos coeficientes a determinar (continuacao)

Existem trés regras para a definicdo da expressao da solucéo
particular:
Regra Béasica - Se q(x) é uma das funcbes da coluna esquerda
da tabela abaixo, a solucéo particular é escolhida no formato
da coluna direita.

a() Yo(X)

keax Ceax

kxm C x"+..+C x+C,
Kcos(wt) ou Ksen(wt) | Ccos(wt)+Dsen(wt)

Regra da Modificacdo - Se q(x) € uma solucéo da equacéo
homogénea, entdo multiplique a escolha da regra anterior
por X (ou por X2, X8, ..., etc, a depender do nimero de
repeticdes das raizes da equacao caracteristica).

Regra da Soma - Se q(x) € a soma de funcbes da coluna
esquerda da tabela acima, entédo escolha a solucéo particular
como a soma dos formatos das correspondentes funcdes da
coluna direita.
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= Método dos coeficientes a determinar (continuacao)

Exemplos:
1) y@+ 4y =8x>
y, (X) = A cos(2x) + B sen(2x)
Y,(X) =C,x?+Cx+Cyb Cy=-1,C,=0 e C,=2
\ y(x) = Acos(2x) +Bsen(2x) +2x2- 1

2) y€- 3yt+2y = ¢
Yh (X) = Ae* +Be™

Yo(X)=Cxe* b C=-1

\ y(x)= Ae* +Be** - xe*

3) y(HL 2y¢+y =" +X
Y, (X) = Ae* + Bxe*

1
yp(X):szeX+DlX+D0p C:E’DOZZ e D]_:l

\ y(x)= Ae” + Bxe* +%Xzex +X +2
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Solugéao particular (continuacéo):

= Método da variacado dos parametros - Trata-se de um método
mais geral, onde a solugéo particular é definida como uma
combinacgéo das funcdes base da solucdo da equacédo homogénea
na forma

Yp(X) = Uy (X) Y1 (X) +Up(X)Yo(X) +... + U, (X)Y,(X)

onde as fungoes u;(x) sdo determinadas ao se tentar satisfazer
a equacao diferencial em estudo.

Para ilustrar o processo, vamos considerar uma equacao
diferencial ordinaria linear de 22 ordem qualquer, ou seja,

yUx) +p,(X)y(x) +py(x)y(x) =a(x)
cujas solucdo geral da equacdo homogénea é escrita na forma
Y (X) =€y, (X) +C,Y,(X)

Conforme estabelece este metodo, vamos assumir que a
solucéo da equacao particular tem o formato

Yp(X) = Uy (X)y1(X) +U5(X)Y,(X)
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= Método da variacdo dos parametros (continuacao)

Diferenciando a solugéo particular temos que
y4(x) = ud(x)y (x) + u () y(x) + ug (x)y, (x) +u, (x) y§(x)

Para balancear o nimero de incognitas e o nUmero de
restrices, como até o momento s6 temos como restricdo a ED,
vamos impor uma outra restricdo na forma

Uﬂ (X) yl(X) + Ug (X) Y, (x)=0

ficando a primeira derivada da solucao particular apenas como
y{(x) = u (X)y§(x) +u,(x)ys(x)
Diferenciando mais uma vez essa funcéo temos que
yg(x) = uf(x)y§(x) + u (x)y(x) + ug (x)y§(x) +u,(x) y§(x)

Quando impomos a equacao diferencial e organizamos as
parcelas encontramos que

Uy (%) (V) P LR+ TRy, (X)) +
U, (X) (Y $X) = prod v+, (X)Y, (X)) +
uf(x) yf(x) + ug(x)y¢(x) = q(x)
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= Método da variacdo dos parametros (continuacao)

Arrumando as duas equacgdes de restricdo no formato
matricial tem-se

&y, (x) Yy (x)augx)d_1 0 ¢

—_—

| =1
&) YOO U0 1d00p
cuja solucéo nos fornece
X)g(x X)g(x
uf(x) = - ¥2(X)a(x) . ug(x) — Y1(x)a(x)
W(x) W(x)
onde W(x) é conhecido como o Wronskiano das fungdes y,(x) e
Y,(X), e representa o determinante da matriz dos coeficientes
do sistema acima. Uma vez que essas funcoes sdo linearmente
independentes, sabe-se que o Wronskiano é diferente de zero,
conseqlentemente o sistema apresenta a solugdo acima.
Integrando-se as expressdes acima chega-se as funcoes
desejadas ()9(x) (0a(x)
—_ 2 Yo (X)q(X — 2 Y1 (X)Q(X
u,(x) =- dx e u,(x) = dx
(%) O W »(X) O Wi

permitindo-se formar a solucéo particular.




EDOL's - Ordem N

= Método da variacdo dos parametros (continuacao)

Exemplo:
2X

y@- 4yC+4y = ex

X

Resolvendo a equag&o homogénea Y, (x) = Ae”™ + Bxe’

onde y,(x) =e* e y,(x)=xe*

Determinando o Wronskiano

y.i(X)  y(X)
yf(x) yHXx)
Resolvendo a equagé(o a(rti)cular
_ an(xalx)
u,(x) = OWdX X
Y,09a909 . _
Owdx In(X)
\ y (X)) = xe*[In(x) - 1]
Solugéo geral y(x) =Yy, (x) +Yy,(X)
\ y(x) = Ae* +Bxe® +xe*[In(x) -1]

— ~4X

W(x) =

U,(X) =




Sistema de EDO’s de 12 Ordem

Solugédo numérica com o MATLAB:

ODE45 Solve non-stiff differential equations, medium order method.

[T,Y] = ODE45(ODEFUN,TSPAN,Y0) with TSPAN = [TO TFINAL] integrates the system of
differential equations y' = f(t,y) from time TO to TFINAL with initial conditions Y0. Function
ODEFUN(T,Y) must return a column vector corresponding to f(t,y). Each row in the solution array Y
corresponds to a time returned in the column vector T. To obtain solutions at specific times
TO,T1,...,TFINAL (all increasing or all decreasing), use TSPAN =[TO T1 ... TFINAL].

[T,Y] = ODE45(ODEFUN,TSPAN,Y0,0OPTIONS) solves as above with default integration
properties replaced by values in OPTIONS, an argument created with the ODESET function. See
ODESET for details. Commonly used options are scalar relative error tolerance 'RelTol' (1e-3 by
default) and vector of absolute error tolerances 'AbsTol' (all components 1e-6 by default).

[T,Y] = ODE45(ODEFUN,TSPAN,Y0,0OPTIONS,P1,P2...) passes the additional parameters
P1,P2,... to the ODE function as ODEFUN(T,Y,P1,P2...), and to all functions specified in
OPTIONS. Use OPTIONS =[] as a place holder if no options are set.

ODEA45 can solve problems M(t,y)*y' = f(t,y) with mass matrix M that is nonsingular. Use
ODESET to set the 'Mass' property to a function MASS if MASS(T,Y) returns the value of the mass
matrix. If the mass matrix is constant, the matrix can be used as the value of the 'Mass' option. If
the mass matrix does not depend on the state variable Y and the function MASS is to be called
with one input argument T, set 'MStateDependence’ to 'none’. ODE15S and ODE23T can solve
problems with singular mass matrices.

See also
other ODE solvers: ODE23, ODE113, ODE15S, ODE23S, ODE23T, ODE23TB
options handling: ODESET, ODEGET
output functions: ODEPLOT, ODEPHAS2, ODEPHAS3, ODEPRINT
ODE examples: RIGIDODE, BALLODE, ORBITODE




Sistema de EDO’s de 12 Ordem

Solucdo numérica com o MATLAB (continuagéo):

Exemplo: Sistema massa-mola-amortecedor em vibragéo forcada

-
AN —F(t)
K

Equacédo de movimento

Mu(t) + Cu(t) + Ku(t) = F(t) ou G(t) +2xw,u(t) +wiu(t) = F()
R M

Ja comentamos sobre
estes parametros

Adaptacéo do problema a funcdo do MATLAB
a(t) = v(t)

v(t) = - 2xw,v(t) - wiu(t) + —~ ( )




T JSjstema de EDO'’s de 12 Ordem

Solugdo numérica com o MATLAB (continuacgéao):

dydt=mmaforcado(t,y,flag,ksi,w0,fmax_m,wf)
% Adaptacado a funcdo ODE45 da equacdo de movimento do sistema
% massa- mola-amortecedor submetido a uma for¢ca senoidal.
% Os parametros do sistema sao:
% ksi = C/M (normalizagcdo do amortecimento do sistema em relagao a massa)
% w0 = K/M (normalizacdo da rigidez do sistema em relacdo a massa)
% A forca aplicada, F(t)=Fmax*sen(wf*t), &€ descrita pelos seguintes parametros:
% fmax_m = Fmax/M (normaliza¢cédo da forca maxima)
% wf (frequéncia da forca aplicada)

dydt(1,1)=y(2);
dydt(2,1)=-2*ksi*w0*y(2)-w0"2*y(1)+fmax_m*sin(wf*t);

>>[t,y]=ode45('mmaforcado’,[0 300],[0 0],[],0.1,0.1,1,0.2);plot(t,y(:,1))
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