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Motivacao

& Flexdo em vigas
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Motivacao

®® Flexdo em vigas

o o

Consumindo-se um mesmo volume de material, é

possivel modificar a rigidez a flexdo da estrutura.

(Exemplo: Para uma secao de 2 mm x 36 mm

(secao retangular), o arranjo 1 € 324 vezes mais
rigido que o arranjo 2.
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Motivacao

®®» Pressdo sobre comportas
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Momento de Inércia ou
Momento de 2% Ordem

Momento de inércia ou de 2¢

ordem em relagdo ao eixo x

L, =[y*dA
A

> X Momento de inércia ou de 29

ordem em relagdo ao eixo y

l, = [ x*dA
A




Determinagdo dos Momentos
de Inércia por Integragdo

= [y*dA l, = [ x*dA

@ Em principio, para quantificagdo dos momentos
de 2% ordem (ou momentos de inércia), esses
sdo calculados a partir de integrais duplas no
dominio representativo da regido estudada,
onde se deve escrever o elemento infinitesimal
de drea dA de acordo com a -
conveniéncia das coordenadas

de descri¢do da regido

tratada.
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Determinagao dos Momentos de
Inércia por Integragdo Dupla

D={(x,y)]a<x<bec<y<d}
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Determinagao dos Momentos de
Inércia por Integragdo Dupla

D={(x,y)]a<x<bec<y<d}
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Determinagao dos Momentos de
Inércia por Integragdo Dupla

D={(x,y)|0§x£ae0§y£gx}
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Determinagao dos Momentos de
Inércia por Integragdo Dupla

a

D={(x,y)|0§x£ae0§y£9x}
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Momentos de Inércia de
Figuras Geométricas Comuns
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Momentos de Inércia de
Figuras Geométricas Comuns

Semicirculo

Quadrante

Elipse




Determinagcao dos Momentos de
Inércia por Integragdo de Fatias

e | =[ydA=|c

I, = [x%dA =|c

el
Ix

el
Iy

@ A idéia desta sistemadtica é considerar que a
regido de interesse é formada pela composigdo
de infinitas fatias infinitesimais cujas formas
correspondem a regioes cujo momento de

inércia ja é conhecido.




Determinagcao dos Momentos de
Inércia por Integragdo de Fatias
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Determinagdo dos Momentos
de Inércia por Integragdo

Exemplo:

. y
Determine por |
infegragdo os momentos
de inércia da superficie
mostrada em rela¢do aos
eixos coordenados em

termos de a e h.




Determinagdo dos Momentos
de Inércia por Integragdo

Exemplo (continuagdo): o i
0

«» Por integragdo dupla
Y




Determinagdo dos Momentos
de Inércia por Integragdo

Exemplo (continuagdo): | j T
y
0

«» Por integragdo dupla (cont.)
Y




Determinagdo dos Momentos
de Inércia por Integragdo

Exemplo (continuagdo):

«»» Por integracdo de fatias | = [dI
Y




Determinagdo dos Momentos
de Inércia por Integragdo

Exemplo (continuagdo):

@« Por integragdo de fatias | =(dl
y

I
M 1 Ot ot
>
X
w
I
>
X
(@)
QO




Determinagdo dos Momentos
de Inércia por Integragdo

Exemplo (continuagdo):

@ Por integragdo de fatias
y h
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Determinagdo dos Momentos
de Inércia por Integragdo

Exemplo (continuagdo):

@ Por integragdo de fatias

y tx(y)?




Momento Polar de Inércia

y |
2
‘ Jo = j r dA}
w
Presente no estudo de
barras sob torg¢do
X
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Momento Polar de Inéercia
e 0s Momentos de Inércia

Y




Raios de Giracao

|, =J'y2dA
A

l, = [ x*dA
A

J, =Ir2dA
A

Cada raio de giracdo representa a distdncia ao
eixo ou ponto correspondente na qual se pode
concentrar toda a drea da superficie estudada de
modo que se tenha o mesmo momento de inércia.




Raios de Giragdo k,




Raios de Giragdo k,
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Raios de Giragao k,
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Teorema dos Eixos Paralelos

I = 'yZdA
A
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Momentos de Inércia de
Superficies Compostas

Quando se estiver interessado nos momentos de
inércia de regides que sdo identificadas como
composigoes de regioes elementares, aplicam-se
essas composi¢oes has avaliagoes das integrais
referentes ds propriedades desejadas.




Momentos de Inércia

Exemplo:

Determine os momentos de inércia da superficie mostrada
em relagdo aos eixos centroidais paralelo e perpendicular
ao lado AB.




Momentos de Inércia

Exemplo (continuagdo):

Determinagdo do centroide

6(135 75— 4‘290) - 1?;5 .(135-75)- (% + 27,5) : 45;0

d=70mm




Momentos de Inércia

Exemplo (continuagdo):

Determinacdo dos momentos de inércia

Y
70 mm >|

~




Momentos de Inércia

Exemplo (continuagdo):

Determinagdo dos momentos de inércia |,

 70mm__

o @ ©
, _135-75° 90.225° 90-225°
12 12 12

|, =4575234,4 mm*



Momentos de Inércia

Exemplo (continuagdo):

Determinagdo dos momentos de inércia Iy

3
| = 2% 70—@ (75-135)
y 12

15[ (— s[5

|, =14212968,8 mm




Produto de Inércia

| g jxydA
A

Flexdo reta

Flexdo obliqua

Quando pelo menos um dos eixos cartesianos é de simetria,
o produto de inércia € nulo.



Determinagdo do Produto de
Inércia por Integragado

l,y = jxydA

@® Em principio, para quantificagdo do produto de
inércia, esse é calculado a partir de integral
dupla no dominio representativo da regido
estudada, onde se deve escrever o elemento
infinitesimal de area dA de acordo com a
conveniéncia das coordenadas

de descri¢do da regido

tratada.




Determinagao do Produto de
Inércia por Integragdo Dupla

D={(x,y)]a<x<bec<y<d}
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Neste caso, igual ao
produto da drea do (b2 _ a2 XdZ . Cz)
retangulo pelas -
coordenadas do 4

centroide do mesmo.




Determinagao do Produto de
Inércia por Integragdo Dupla

D={(x,y)|0§x£ae0§y£9x}

d
b
Y aga
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00
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Em geral, ndo € igual ao produto da drea
pelas coordenadas do centrdide da mesma.




Determinagdo do Produto de
Inércia por Integragdo de Fatias

® |, =[xydA=[dI,

@ A idéia desta sistemadtica é considerar que a
regido de interesse é formada pela composigdo
de infinitas fatias infinitesimais cujas formas
correspondem a regioes cujo produto de
inércia ja é conhecido.




Determinagdo do Produto de
Inércia por Integragdo de Fatias

byb) —— o= [ xydA =[dIg,
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Determinagdo do Produto
de Inércia por Integragdo

Exemplo:

. y
Determine por |
integragdo o produto de
inércia da superficie
mostrada em rela¢do aos
eixos coordenados em

termos de a e h.




Determinagdo do Produto
de Inércia por Integragdo

Exemplo (continuagdo):

«» Por integragdo dupla
y

L2 2a
h2x2  h2x® a

:{ 4 _16a61
3a°h®




Determinagdo do Produto
de Inércia por Integragdo

Exemplo (continuagdo):

@ Por integragdo de fatias
y

Xy




Determinagdo do Produto
de Inércia por Integragdo

Exemplo (continuagdo):

L, = [dl
@ Por integracdo de fatias Vool
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Teorema dos Eixos Paralelos
para o Produto de Inércia

y' '
Y Iy = | X'y'dA

Xy
A

|, = .xydA

Xy
A

X=X"+¥X
y=y'+y

X

l, = .(x’+i)(y'+y dA = j (XY + X'y + Xy + Xy JdA

@Q

jx’y’dA + yj x’dA + xj y'dA + xyj dA
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Eixos e Momentos de
Inércia Principais

/I p— fl p—
X X A
l, = X1, = | x"*dA
A
L, = | Ly = | Xy'dA
\_ X NG A J

X'=XCcosO+ysind e y' =-xsinB+ycoso

(1, =1 cos*0+ l,sin“8—1,,sin 20)

x"

_ - 2 2 -
I, =1,sIn"0+1,cos”0+1,,sin26

L1, .
o = sin20+1,, cos 26

2 Y,




Eixos e Momentos de
Inércia Principais

2 fa 2 :

I, =1,cos"0+1 sin“0-1,, sin20
- 2 2 -

I, =1,sin“0+1,cos”0+1,,sIn26

y
-
=——>sin20+1,,c0s20
2

. Ly

A soma dos momentos de inércia independe do angulo de giro do
sistema de referéncia, ou seja,

L +1, =1L +1, =J,
Isso é fato pois a soma dos momentos de inércia leva ao momento

~ polar de inércia, que depende apenas do ponto referente
a origem do sistema de referéncia, que ndo foi modificado.

Vamos fazer uso dessa identidade para estabelecer |,
sem fazer uso da expressdo que depende do dngulo 6.




Eixos e Momentos de
Inércia Principais

|, =1,c0s*6+1,sin°6—1,sin20
|

oy =——=sIin20+1,,c0s20
2

As equagdes de |, e |, definem
parametricamente uma circunferéncia para
um sistema de coordenadas retangulares com
l,, de abscissa e I,.,. de ordenada, para um
valor dado de 6.




Eixos e Momentos de
Inércia Principais

|, =1,c0s’B+1,sin’ 61, sin 26
|

oy =———-Sin20+1,,c0s20
2




Eixos e Momentos de
Inércia Principais

Os pontos A e B sdo os que apresentam,
respectivamente, o maior e o menor valor do momento
de inércia, fambém denominados momentos principais

de inércia, dados por

| =1 +R e I =I

max



Eixos e Momentos de
Inércia Principais

Ainda em relagdo aos pontos A e B, o produto de inércia
é nulo, o que permite determinar as orientagdes dos
PAl=T) eixos principais de inércia

~@ | —1 2

| ..=0 ~.—=—Ysin20_+1.c0s20_=0 tan20 =-——2%
2 15, 00520, =0 WEp tan 26, =

X y




Eixos e Momentos de
Inércia Principais

Exemplo:

12,5 mm

Para a cantoneira em L
mostrada, determine a
orientacdo dos eixos
centroidais e principais de
inércia, bem como os
respectivos valores do
momento de inércia.

125 mm

12,5 mm

75 mm




Eixos e Momentos de
Inércia Principais

Exemplo (continuagdo):

o (1562,5+781,25)X = 9765,63+34179,69
X =18,75mm

v (1562,5+781,25)y = 97656,25 + 488281

@ y=43,75mm
o |, =2583821,61+1108805,34

@ | =3692626,95 mm*
X W |, =264485,68+742594,40

Iy =1007080,08 mm*
J |W =-366210,94 - 732421,88
| =-1098632,81mm*

5 =

12,5 mm

125 mm




Eixos e Momentos de
Inércia Principais

Exemplo (continuagdo):

o |, =3692626,95 mm*
|, =1007080,08 mm*

|, =-1098632,81 mm*
o | = 234985352 mm*

: X R =173494512 mm*
C (18,75;43,75)mm A
o ... =4084798,63 mm

|12,5 mrr;(
75 mm | i, =614908,40 mm*
v 0. =196
0., =109,6°

112 5 mm

|

125 mm




Eixos e Momentos de
Inércia Principais

Exemplo (continuagdo):

£ o | =3692626,95 mm*
m\
YE 5 |, =1007080,08 mm’
e\ 4
|, =—1098632,81mm
£ 2 ot o | =4084798,63 mm*
S max ,
10 W - 4
S A X .., =614908,40 mm
(18,75:43,75)mm
12,5 mm v 0. =19,6°

75 mm 0,,, =109,6°






