CAPITULO 2
1 - LIMITES

Nogao de limite de uma fun¢ao
_(2x+D(x-1)

(x=1)
denominador por (x -1), obtendo f(x) = 2x + 1. Estudaremos os valores de f(x) quando x assume
valores proximos de 1, mas diferentes de 1.

Seja a funcao f(x) definida VxelIR e x #1 , podemos dividir o numerador e o

Atribuindo a x valores proximos de 1, porém menores que 1, temos:
X 0 0,5 0,75 0,9 0,99 0,999
f(x) 1 2 2,5 2,8 2,98 2,998
Se atribuirmos a x valores proximos de 1, porém maiores que 1, temos:
X 2 1,5 1,25 1,1 1,01 1,001
f(x) 5 4 3,5 3,2 3,02 3,002

Na 1* tabela temos que:

x=09 > f(x)=2,8isto ¢, x-1=-0,1 > f(x)-3=-0,2

x=0,99 >f(x)=298istoé,x—1=-0,01 > f(x)—3=-0,02
x=0,999 —>f(x)= 2,998 isto ¢, x -1 =-0,001 - f(x)—-3 = -0,002

Na tabela 2* temos que:

x=1,1 »> f(x)=3,2istoé,x—1=0,1 - f(x)-3=0,2

x=1,01 »>f(x)=3,02isto é,x—1=0,001 > f(x) —3=0,02
x=1,001 — f(x)=3,002 isto é, x —1=10,001 - f(x)—3=0,002
Portanto, pelas duas tabelas vemos que:

k=1 =01 > [f(x)-3 =02

k=1 =001 - |f(x)-3 =0,02

x=1 =0,001 — [f(x)-3| =0,002

Ou seja, podemos tornar f(x) tdo proximo de 3 quanto desejarmos, bastando tomarmos x
suficientemente proximo de 1.

Defini¢ao de limite:

Seja f uma fun¢do definida em todo niimero de um intervalo aberto I, contendo a, exceto possivelmente
no préprio nimero a.

O limite de f(x) quando x se aproxima de a ¢ L, que pode ser escrito como :

limf()C)ZL se para todo ¢ > 0, mesmo pequeno, existir um 6> 0, tal que | f(x)- L| < g sempre
x—a

que 0<|x—a| <9.

Em simbolos, temos:

lim f®=L < (Ve>0,35>0/0<[x—a|<d=|f(x)-L|<¢)

xX—>a

No Exemplo anterior, temos que f(x) =2x + 1 se x # 1.



Exercicio:

1) Seja a fungdo f definida por f(x) = 5 x — 2, para todo x € IR. Se ]y f(x) = 8, encontre um & para

£=0,01, tal que 0<|x—2/<8=|f(x)-8<0,01

x—2

Obs: Note que qualquer nimero positivo menor que 6 pode ser usado no lugar de 0,002 como sendo o
0 pedido, isto ¢, se 0<0<0,002, a afirmagdo 0< |x - 2| <9 = | f(x)— 8| <0,001 ¢ verdadeira,

porque todo numero x que satisfaca a desigualdade 0 < |x —2| <0,, satisfard também a desigualdade

0<|x—2|<35.
Teorema (Unicidade do limite)

Se IIm/™®=L ¢ Ijm/(x)=L, entdo L, = L,

xX—a x—a

Propriedades dos limites de fungdes:

Se lim/™=L ¢ limg®»=M

xX—a x—a

1) lim Cc=C (C S IR)

xX—a

2) lim [c.f(x)]:c,iiinaf(x)zc.L

XxX—>a

3 1im [(/-€)(X) |- 1lim f (x)-lim g(x)=L.M

xX—>a x—>a x—>a

H im (£ £2)(0)]-lim f(x)£lim g(x)=L+M

xX—>a X—>a xX—>a

L
xX—>a lim g(x):ﬁ
xX—>a

lim f(x)
5) lim |:(£)(x)}:x—>a Se M =0



n

6) 1im [ )= li_lg S| - @mez)

x—a X

7 lim [Vf(x)]: r{/limf(x) =%L (meZ ,eL>0quando n for par).

xX—a x—a
2 ~
8) Se f(x) = ap+ax +ax” +...+ax", entdo

lim f®= a+ax + x> + ... +ax"
X—>a

Exemplos:
D im Gx-5x+2)

x— 2

. 2x% —x+1
®) llm( xsx —xz J

x—1

3\/x3~|-2x2—3x~|-2

© lim x> +4x+3

x—>-2

) e x? -4
lELnZ x2 - 2x
x2=3x+2
_—  Se X #1
) Sefix) =4 ~71 Caleular  Jjm./(*)
x—1
3 se x=1

2% +x2 —dx+1

D l}glx3—3x2+5x—3




Vl+x -2

& 13_1331 x-3
V3x—-2-2

h hm——
l}gl vax+1-3

D lims———
maa s



Limites Infinitos

Definicdo: Seja / um intervalo aberto que contém a. Seja ainda uma fun¢do f definida em [-{a}.

Dizemos que quando x se aproxima de a, f(x) cresce ilimitadamente, o que € escrito lim f(x) =+,
x—>a

se para qualquer M > 0, existe o > 0, tal que f(x) > M sempre que 0<|x-a|<9.

Em simbolos: lim f(x)=40 < (VM>0,36>0/0<|x-a|<d=>flx)>M)

xX—>a

Definicdo: Seja / um intervalo aberto que contém a. Seja ainda uma fung¢ao f definida em I-{a}.
Dizemos que quando x se aproxima de a, f{x) decresce ilimitadamente, o que ¢ escrito

lim f(x)= -, se para qualquer M < 0, existe & > 0, tal que flx) < M sempre que
x—a

0<|x-a|<d.

Em simbolos: lim f(x)=-0 < (VM<0,36>0/0<|x-a|<d=>fx)<M)
xX—>a

Definicio: Seja / um intervalo aberto que contém a. Seja ainda uma fungado f definida em /-{a}.
Dizemos que quando x se aproxima de a por valores maiores que a, f(x) cresce ilimitadamente, o que é
escrito lim  f(x) =400, se para qualquer M > 0, existe 6 > 0, tal que f(x) > M sempre que

x—a’
0<x-a <d.
Em simbolos: lim f(x)=4+0 & (VM>0,36>0/0<x-a <d=>flx)>M)

x—a'

Escrevendo em simbolos as definigdes de lim f(x)=-o0, lim f(x) =+ e
x—a’ x—a
lim f(x)=—-o0, tem-se:
x—a

Im f(x)=—0 < (VM<0,386>0/0<x-a <d=>fx)<M)

x—a’

lim f(x)=40 < (VM>0,38>0/-8<x-a <0=>fx)>M)
x—>a

lim f(x)=-0 < (VM<0,386>0/-0<x-a <0=>fx)<M)
x—a



Propriedades dos limites infinitos

Dados Conclusao
lim f(x)=+o lim g(x) =+ lim (f + g)(x) =+
xX—>a x—>a xX—a
lim f(x)=- lim g(x) =—o lim(f +g)(x)=—o
xX—a x—>a xX—a
lim f(x)=+o lim g(x)=b#0 ; _Jt» seb>0
x—a /) x—a g )}irz(f 8)x) = { -0 se b<0
. . - b>0
lim f(x)=—o0 lim g(x)=b#0 lim ( £ _ 7> se
X—a Y—a xiriz(f &) +00 se b<0
lim f(x)=+o lim g(x) =+ lim(f. g)(x) =+
x—a x—a X—a
lim f(x)=+x lim g(x) =— lim (f. g)(x)=—o0
xX—>a xX—a xX—a
lim f(x)=-o lim g(x) =— lim (f. g)(x) =+
x—a x—>a X—a
lim f(x)=+o0 lim : =0
x—a x—a f(x)
lim f(x)= o0 lim —— —
x—a x—a f(x)
lim f(x)=0 lim | ! | =
r—a x—a f(x
Nao poderemos estabelecer uma lei para os seguintes casos:
Indeterminagdes do tipo: 0 —00, 0.0 e o0/ )
lim f(x) =+ lim g(x) =+ lim(f—-g)(x)=?
x—>a xX—a xX—a
lim f(x)=- lim g(x) =—o lim(f—-g)(x)="?
x—>a xX—a xX—a
lim f(x)=+o lim g(x) =-o Iim(f+g)x)=?
xX—a xX—a xX—a
lim f(x)=+40 (ou -x) lim g(x)=0 Iim(f.g)(x)="?
xX—a xX—>a xX—>a
lim f(x)=+© (ou -©) | lim g(x)=+w (ou -o) lim (i)(x) =9
x—>a x—>a x>a g

Obs: Estas proposi¢oes continuam validas se substituirmos o simbolo " x — a

n

"x —>a

+
"por "x —>a

ou



1) Seja a funcao f(x)=

calcule o limf (x)
(x _ 1)2 x—l

2) Seja a funcao f(x) = -1 5 calcule o hmf (X)
x—1 x—l

3) Seja a funcao f(x) = b calcule o llmf (x)
x—1 x—l

Limites no Infinito

Definicio: Seja fuma fun¢do definida em um intervalo aberto Ja, + oo [. Dizemos que quando x cresce

ilimitadamente, f{x) se aproxima de L e escrevemos lim f(x)= L, se para qualquer &> 0, ainda
X—> + 00

que pequeno, existe N> 0, tal que | f{x) - L | < & sempre que x> N.

Em simbolos: Iim f(x)=L < (Ve>0,IN>0/x>N=|filx)-L|<¢)
X—+ o

Definicdo: Seja f uma funcdo definida em um intervalo aberto ]—o0, a[. Dizemos que quando x

decresce ilimitadamente, f{x) se aproxima de L e escrevemos lim f(x) = L, se para qualquer &> 0,
X—>—00

ainda que pequeno, existe N <0, tal que |f(x)-L | <& sempre que x<N.

Em simbolos: Iim f(x)=L ©(Ve&>0,IN<0/ x<N=|filx)-L|<¢)

X—>— 00



Definicdo: Seja fuma fun¢do definida em um intervalo aberto a, + oo [. Dizemos que quando x cresce

ilimitadamente, f(x) cresce também ilimitadamente e escrevemos lim f(x) =+, se para qualquer
X—>+ 00

M >0, existe N > 0, tal que f{x) > M sempre que x > N.

Em simbolos: lim f(x)=+0 & (VM>0,IN>0/x>N=>fx)>M )

X—>+ 00
Escrevendo em simbolos as definicdes de  lim f(x)=—o, lim f(x)=+w e
X—>+© X—=>—=®
lim f(x)=-, tem-se:
X—>—00
lim f(x)=—0 ©(VM<0,3IN>0/x>N=>fx)<M)
X—>+ 0

Iim f(x)=+4+0 < (VM>0,IN<0/ x<N=>fx)>M)

xX—>—00

Iim f(x)=—0 < (VM<0,IN<0/x<N=fx)<M)

xX—>—00

Teorema: se n € Z, entdo:

. n b- 1; " +o se, n ¢par
a- X =400 - X =
lLIE !}}E -0 se,n ¢impar
. 1 . 1
¢ lim— =0 d- [im— =0

Teorema: Se F(x)=a, +a,x+a,x* +..+a,x",a, # 0, entio:

limF()=limax" ¢ limF(x)=]ima."-

X—>+0 X—>+00 X—>—00 X—>—00

Limite de uma funcdo racional

Dada a fungao racional f(x)= onde P e Q sdo polindminos em x com

P(x)
(x
P(x)=aox"+ax"' + ... +a,_x +a, e

Q(x) =box” + bix*" + .+ byx +Db,
Sendoay#0 e by #0. Tem-se entdo que:

lim lim .
lim /() =lim 7o =22 200 o2 G oo
X—>00 X—>00 Q(X) llm Q(x) llm bOx

P

lim /=" lim*"
0

X—>0 X—>00

Dependendo do valor de n e de p, trés casos podem ser considerados:

D n>p = Jim/W=% 2) n<p = [jm/M=0 3) n=p = |im/()=2

0
X—0 X—> X—>0 bO



Exercicios:

a)
b)
c)
d)
e)

lim(4x2 —Tx+ 3)=

X—>+00

hm(— 3x° +2x% = 5x + 3):

X—>+00

lim(5x3 —4x* —3x+ 2) =

x——00

1im Bx* =75 +2x% —5x—4)=

X—>—00

lim(4-x*)=

X—>+00

N limB-x")=

g)

h)

3

k)

. 3x+2
lim =

xX—>+00 SX - 1

. 4x -1
Iim

——
X 3X +5x

2 =

Calcule ]im

X—>+0 X+ l

lim(x—mj=

X—>+0

lim o +3x+2 - x)=

x40

\/x2—2x+2=

e i Vx?—2x+2
m -, =
o X1



Assintotas verticais e horizontais

A reta'y = b é uma assintota horizontal do grafico da fungdo y = F(x) se
limF(x)=b ou limF(x)=b.

X—>+00 X—>—w0

A reta x = a € uma assintota vertical do grafico da fungdo y = F(x) se
Jim F(x) = ou Jjm F(x) = +e0.

X—)aJr X—>a7

Exemplos:
- f(x)=

x+3
x+2

Limites Notaveis:

Limites Trigonométricos:

Teorema:
limsenx =sena,Va € R

xX—a

limecosx =cosa,Va € R

xX—a

limex = tga,Va ¢%+K7[,K e’z

xX—a

10



Teorema: (limite trigonométrico fundamental)

. senx
lim =1
x—0 X
Exercicios:
. sen2x
lim =

a- 50 X

b- 11 =
I}EEI senSx

. l—-cosx
c- hmx—2=

x—0

Limites da Funcido Exponencial:

Teorema: Se ae R e 0<a #1,entdo :

lime" =1

x—0

Teorema: Se ae R e 0<a # l,entdo:

lima" =d

x—b

Teorema: Se ae R e a>1, entdo:

lima’ =+ lima* ==

X—>+0 X—>—00

Teorema: Se ae R e O0<a<l1, entdo:

lima" =0 lima" =+»

X—>+00 X—>—0

Teorema: Se ae R e O<a#1, e Jymf(x) =0 entdo:
x—b
lime' =1

x—b
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Teorema: Se ae R e 0<a#1, ¢ |ym.f(x) =c entdo:

x—b

lima’™ =«

x—b

Exemplos:

o Tim[2) -

X—>+00

b lim3 =

X—>+00

.2y
c) hm(gj =
x—-2
vz—l

d) 1im3 X+l —

x—-1

Limite Exponencial Fundamental

lim[l +lj = ¢ =2,7182818284590...
X

x—>too

Tem-se ainda que:

lim(l+x)i =e e

x—0

Se a> 0, entdo lima -1 = lna

x—0 X

Exemplos:

12



Limites da Funcdo Logaritmica:

Teorema: Se a € R e 0<a#1, entdo |jm (log, x)=0

x—1

Teorema: Se ae R e 0 <a #1, entdo:
lim (log, x)=1log, b onde b>0

x—b

Teorema: Se ae€ R € a >1, entdo:
lim(log, x)=+= ¢ ]jm(log, x)=—»

X—>+0 x—0"

Teorema: Se ae R e 0<a <1, entdo:
lim (log, x)=~» e ]jm (log, x) =+

X+ x—>0"

Teorema: Se ae Re O<az#le limf(x)zl,ent?loz

x—b

limllog, f(x)]=1log, c

x—b

Continuidade

Definicdo: Seja f uma func¢do definida em um intervalo aberto I e a um elemento de I.
Dizemos que f é continua em a, se [im f(x)= f(a).

x—a
Assim, se f'é continua em a, as 3 condigdes abaixo sdo satisfeitas:
(i) existe f(a)
(if) existe lim/ (x)
X—a

@) lim/(x)=fla)

X—a

Definicdo: Seja fuma fun¢ao definida em um intervalo aberto I € a um elemento de I.
Dizemos que f ¢ descontinua em a, se f nao for continua em a .
Assim, se f ¢ descontinua em a, entdo as duas condi¢des abaixo sdo satisfeitas:
(i) existe f(a)
(i) ndo existe Jim./(x) ou lim = /(@)
x—a X—a

Exemplos:

(2x +3)x—1)
- f)=y  x-1

2 sex=1

sex #1

13



5 () 3+x sex<l
- x:
& 3—x sel<x

3 h(x)z 5 sex#2
3 sex=2
x

+ ()=
x

2
. x°=1 sex<2 .
5- Verificar se h(x) = { ¢ continua em x = 2.

T—2x sex=2

Propriedades das fungdes continuas
Se fe g sdo fungdes continuas em um nimero a, entdo:

(1) f +g écontinua em a.
(i1) f —g ¢ continua em a.
(i)  fxg ¢ continua em a.

(iv) / é continua ema. [g(a)# 0]
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Continuidade em um intervalo:

Diz-se que uma funcao ¢ continua em um intervalo aberto se e somente se ela for continua em todo
numero do intervalo aberto.

Considere agora a fungao f (x) =4-x’

f(x) é continua Vx € |-2,+2[

Para indagar sobre a continuidade em x = +2, podemos estender o conceito de continuidade nos
extremos de um intervalo aberto.

Defini¢do: Dizemos que f € continua a esquerda no numero a se e somente se as trés condi¢des abaixo
forem satisfeitas:

(1) f(a)existe
(i) im/ (x) existe

x—a

(i) [im /(x) = f(a)

x—a

Definicao: Dizemos que f ¢ continua a direita no nimero a se e somente se as trés condigdes abaixo
sdo satisfeitas:

(i) f(a) existe
(i) ]im.f(x)existe

x—a*

(iii) 1im f(x)= f(a)

x—a*
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