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Objetivo

Estudar mudanca no valor de funcoes

na vizinhanca de pontos.

Ao se dar passos de mesma projecéao horizontal, qual
caminho levara a uma maior mudanca na altitude?
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Motivacao

Os valores de funcbes num determinado ponto nos
permitem afirmar a posicao relativa entre esses
valores, mas sao incapazes de nos dizer como elas se
modificam na vizinhanca desse ponto.

@ﬁr .-s
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Quem esta por tras das
mudancas nas vizinhancas?

y
t y = 1(x)

Crescé  decresce
mais decresce

cresce rapido mais rapido

Quem poderia nos indicar esse comportamento? o

~
O coeficiente angular da reta tangente a curva

pode indicar se ha crescimento ou
Kdecrescimento, além da intensidade da mudanca.
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Quem esta por tras das
mudancas nas vizinhancas?

O que dizer do comportamento da funcao?

1: cresce 2. cresce mais rapido
3: decresce 4: decresce mais lento

O que dizer dos coeficientes angulares das

D retas tangentes?
m;>0 m, >0 m, > m,

m;<0 m,<0 M3 <My
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De Volta ao Problema da

Reta Tangente

E possivel se aproximar do coeficiente angular da
reta tangente usando uma reta secante que passa
pelo ponto de tangéncia P e um segundo ponto na

curva Q.

o =100 D
iUl ~ | Q(c+Ax f(c+Ax)
secante \

P; (c, f(c))

Dy

msec = tanq -

Dx

fle+Ax) - flo)=Dy

_ f(c+Dx)- f(c)
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De Volta ao Problema da
Reta Tangente

Conforme o ponto Q se aproxima do ponto P, 0
coeficiente angular da reta secante se aproxima do
coeficiente angular da reta tangente.

)
A

Retas
secantes

Reta tangente

i

Quando essa “posicao limite” existir, o coeficiente
angular da reta tangente € chamado de limite do
coeficiente angular da reta secante .
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De Volta ao Problema da
Reta Tangente

Seja f uma funcao definida num intervalo aberto
contendo o ponto c, e supondo que o limite

lim Y = [jm 1€+ T(©) _
x®0 DX Dx®0 Dx

exista, entao a reta que passa pelo ponto (c, f(c)) e
cujo coeficiente angular € m € chamada de reta
tangente ao grafico de f no ponto (c, f(c)).

O coeficiente angular da reta tangente ao
grafico de f no ponto (c, f(c)) também é
chamado de inclinacao do grafico de f
em X =cC.
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De Volta ao Problema da
Reta Tangente

Exemplo:

Determine a inclinacdo da reta tangente a curva
definida pela funcao f(x) = x4/2 no ponto de abscissa
X = 2.

. f@+Dx)- (2 2+Dx)* 2°
i F2+D9- f(2) (2+D9°
D®0 Dx \ m=lim—2 2
DX® 0 Dx
. 4+4Dx+Dx*- 4
\ m=Ilim
DX®0 2Dx . 4Dx +Dx?
\ m=Ilim
.4+ Dx @0 2Dx
= lim
Dx®0 2

m=2
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De Volta ao Problema da
Reta Tangente

Exemplo (continuacao):

E_

A reta tangente:
y=mx+Db
Como o ponto (2, f(2)) da 6

curva também pertence _ Reta tangente:
N y=2Xx-2

a esta reta, calcula-se o
coeficiente linear b
m=tang =2

iImpondo-se o0
atendimento da equacéo | Y
\ f(2)=2m+b

P b=1f(2)-2m
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De Volta ao Problema da
Reta Tangente

Exemplo:

Determine a inclinacdo da reta tangente a curva
definida pela funcao f(x) =Jx'no ponto de abscissa

X =3.

= lim f(83+Dx)- f(3)
DX® 0 DX \ m—limm_\@

. AJ3+Dx- /3 /3+Dx++/3 e Dx

\ m=Iim a———
e Dx 3+DX+\@ \ m=Ilim Dx

\ m=lim L DX®ODX(V
DX®0*/3+DX+\/§

::
\
\

l

m=——
0




De Volta ao Problema da
Reta Tangente

Exemplo (continuacao): Reta tangente:
V3.3

y=—X+—
6 2
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Definicao da Derivada de

uma Funcao

A derivada (ou diferencial) da funcao f no ponto x

é dada por

desde que este limite exista.

O dominio da funcéo f’ € o conjunto de pontos para
0 qual este limite existe.

A derivada de uma funcao que depende da variavel
X também e funcao desta mesma variavel.

D

£4x) = lim f(x+Dx)- f(x)
Dx® 0 Dx

Esta “nova” funcao descreve o coeficiente
angular da reta tangente ao grafico da
funcao f no ponto (X, f(x)), caso esta reta
tangente exista.
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Notacoes

f (X) : “Flinha de x”

ﬂ : “derivada de y em relagao a x”
dx ° “dy dx”

y(: “y linha”

a
dx

[ f (x)] - “df de x dx”

::
\
\
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Calculando a Derivada via
Limites

Exemplo:

Calcule a derivada da funcao f(x) = x3+ 2x.
£ @) = lim f(x+Dx)- f(x)
Dx® 0 Dx
\ £ q) = fim [XFDIO7# 20+ DY) (7 +2%)
Dx® 0 Dx
. (X°+3x°Dx +3xDx* + Dx® + 2x + 2Dx) - (x® +2x)

100 =lim s

3x°Dx +3xDx” + Dx* + 2Dx

1= i PO

D\ fEx) = lim(3x? +3xDx + Dx +2}

Dx® 0

f €x) =3x"+2
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Calculando a Derivada via

Limit

Exemplo (continuacao):

f €x) =3x"+2

€S

Graficos da funcao
f(x) e de sua
derivada f’(x) no
Intervalo [-1;1]

~—

f (X) = Xx° + 2x
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Regras Basicas de Derivacao

A Regra da Constante:

A derivada de uma funcao constante é nula, isto
€, se c € um numero real, entado

%[c]:o

.. drg_ . f(x+Dx)- f(x)
Verificacgao: &[C] = f€x) = éﬂ& ~

. -C ..
= lim =1limO0O
Dx®0 X Dx® 0

0
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Regras Basicas de Derivacao

A Regra da Multiplicacao por uma Constante:

Se f € uma funcao derivavel e ¢ € um numero real,
entéo a funcéo cf também é derivavel e

d _
&[Cf (X)] = cf €x)
cf (x +Dx) - cf (x)

Verificacao: %[Cf (x)] = lim

Dx® 0 Dx
_ Iimc?f(XJrDX)_ F(x)u
X®0 & Dx H
—clim f(x+Dx)- f(x)
Dx® 0 Dx

of (x)
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Regras Basicas de Derivacao

A Regra da Poténcia:

Seja n qualguer numero real e f(x) = x", entéo f
derivavel e

;X[x”]: nx"*
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Regras Basicas de Derivacao

As Regras da Soma e da Diferenca:

A soma (ou a diferenca) de duas funcoes
derivaveis f e g também é uma funcao derivavel.
Além disso, a derivada de f+ g (ou f—g) € a soma
(ou a diferenca) das derivadas da f e da g, ou seja,

d — +
02 9(0]= FE0) £ 9%x)
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Regras Basicas de Derivacao

A Regra do Produto:

O produto de duas funcdes derivaveisfe g
também é uma funcao derivavel. Alem disso, a
derivada de fg é o produto da derivada da
primeira funcao com a segunda funcao, somada ao
produto da primeira funcao com a derivada da
segunda funcao, ou seja,

Ci([f(x)g(x)]: fEx)g(x)+ f (x)g%Xx)
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Regras Basicas de Derivacao

Exemplo:
Calcule a derivada da funcdo h(x) = (3x - 2x2)(5 +4x)

Considere h(x) = f(x)g(x) onde f(x)=3x-2x" e
g(x) =5+4x

Portanto, h(x) = f(x)g(x) + f (x)g(x)

regras da

Como f(x)=3-4x e g((x) =4, RVl
e da poténcia

hgx) = (3- 4x)(5+4x)+ (3x - 2x2)4

Simplificando, h€x) = [15+4x - 24x°
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Regras Basicas de Derivacao

Exemplo (continuacao):

h(x) = (3x - 2X° )(5 +4x)

Graficos da funcdo N\ __ /

h(x) e de sua -
derivada h’(x) no 30
Intervalo [-2;2].

Obs: Os eixos nao estao na
mesma escala.

—Al —

h€x) =15+4x - 24x°
_|
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Regras Basicas de Derivacao

A Regra do Quociente:

O guociente f/g de duas funcdes derivaveisfe g
tambéem é uma funcao derivavel para todos os
valores de x para os quais g(x) # 0. Além disso, a
derivada de f/g € igual a diferenca do produto do
denominador com a derivada do numerador e do
produto do numerador com a derivada do
denominador, tudo dividido pelo quadrado do
denominador, ou seja,

d éf ()u_ F€)g(x)- F(x)g¢x)
dx &g(x) [g(X)]’
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Regras Basicas de Derivacao

Exemplo:

Calcule a derivada da funcao h(x) =

5x- 2
X° +1

Considere h(x) = f(x)/g(x) onde f(x)=5x-2¢e

g(x) =x°+1

Portanto, h&x) = f((X)g();)(_ )E(X)g((X)
X

regras da

Como f(x)=5 e g{(x)=2x, soma/diferenca

D

(x2 +1)- (5x - 2)2x

e da poténcia

h§x) = >

1)

Simplificando, h&x) =

- 5X* +4x+5

)
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Regras Basicas de Derivacao

Exemplo (continuacao):

Graficos da funcao
h(x) e de sua
derivada h’(x) no
Intervalo [-5;5].




Regra da Cadela

Esta regra trata da derivada de funcoes
compostas.

Se y = f(u) € uma funcao derivavel na variavel u,
e u = g(x) € uma funcao derivavel na variavel x,
entao y = f(g(x)) € uma funcao derivavel na

variavel x e
dy dydu
dx du dx
ou, equivalentemente,

D

£ [f(g00)]= 1€a()g
X
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Regra da Cadeia

Exemplo:
Calcule a derivada da funcao f(x)= (x2 - 1)2/3

Considere f(u)=u®*onde u=g(x)=x>-1
Assim, 1qu) =200 =20\ 1qg(0) =2 -1)

Ainda, g&x) =2x*"=2x

Finalizando,

[ (a00)]= 1€g()a%
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Derivada de Funcoes Especials

dr.
—[smx]:cosx
dx
d .
—[cosx] =-sin X
] dx
_ 2
&[tan x] = (secx)
C?X[cx]:cxlnc parac >0

d [ x]_ x
D dx[e]—e

::

\

N\
l

4 iyl = L
&[Inx]—x




Derivadas de Ordem Superior

Aplicacdo recursiva, em um numero apropriado de
vezes, da derivada de uma funcao.

dyd

[f ()
d y d2

Primeira derivada: y¢ f §x),

Segunda derivada: y& f &Xx), [f(x)]

3
Terceira derivada: y@& f @Xx), a’y [f(x)]
dx’

d4

[f ()]

dy d”
dx" ' d

Quarta derivada: y®, f®(x),
D

Lf (0]

Enésima derivada: y™, f (™ (x),
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As Derivadas de Ordem Superior
no Estudo do Movimento Retilineo

¥
&% B
Nt

VL&
§ A2 Y (N )
« ) SR § 14
N
| (O) ’

A funcéao que descreve _ |
- - _ Movimento uniformemente
a posicao do objeto: variado (MUV)

. . - Movimento retilineo qualquer

Movimento retilineo
* uniforme (MRU)

- = = Repouso

> 1
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As Derivadas de Ordem Superior
no Estudo do Movimento Retilineo

A velocidade do objeto no instante t, ou
velocidade instantanea, € dada por:

s(t+Dt) - s(t)
v = Jim S50 ) o) = [s00)

A aceleracao do objeto no instante t, ou
aceleracao instantanea, é dada por:

v(t +Dt) - v(t)
a = im0 ) fa = L)

_d éd U _d?
at) = g IOl 1) |a@ =550
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A Derivada Segunda e a Concavidade
da Curva Descrita por uma Funcao

y

A funcao derivaday’ é crescente.
A segunda derivada y” € positiva
A concavidade da curva é para cima.

X

A funcao derivada y’ é decrescente.
A segunda derivada y” é negativa.
A concavidade da curva e para baixo.
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AplicacOoes de Diferenciacao

e Restricao de funcoes

Necessidade de atendimento de alguma
Informacao conhecida da funcao derivada
para alguns pontos do dominio da funcéo
derivada.

e Otimizacao de funcoes

Determinacao dos pontos extremos
(maximo e minimo) de funcbes

(comprimento, area, volume, custo etc).
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Aplicacoes de Diferenciacao
- Restricao de Funcoes -

Exemplo:

A secdo lateral de uma coberta e formada por
dois trechos horizontais, desnivelados de 1m,
ligados por uma curva de transicao polinomial do
3° grau, cuja projecao horizontal € de 4m.

1mI \
< 4m 4

Descrever matematicamente a curva de
transicéo suave entre os dois niveis da
coberta.
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Aplicacoes de Diferenciacao
- Restricao de Funcoes -

Exemplo (continuacao):

y

—

]

NG

y(X) = agtax+a,x>+ax

< 4m

AN
4

> X

yO)=1 wmp a,=1
y(4) =0 m=my a,+4a,+16a,+64a,=0

Restricoes

D

y’(0)=0 mmp a,=0
y’(4) =0 =mp a,+8a,+48a,=0

a,=1
a,— -3/16

a=0 y(x) =1- Sty

a,= 1/32 16 32
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Aplicacoes de Diferenciacao
- Restricao de Funcoes -

Exemplo:

Uma escultura é concebida pela composicdo de uma
folha, na forma de uma parébola (y = x?), combinada
com um cilindro de raio unitario, conforme esquema

abaixo. y

Determinar a ordenada do centro da
circunferéncia geratriz do cilindro.
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Aplicacoes de Diferenciacao
- Restricao de Funcoes -

Exemplo (continuacao):

Restricdo geometrica

A circunferéncia
tangencia a parabola.

!

yo(X) = y&(x)
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Aplicacoes de Diferenciacao
- Restricao de Funcoes -

Exemplo (continuacao):

(y,(0=x% P y§(x) =2x

Curvas <

X
.

y.(x)=b-+1-x* P yc@(x):ﬂ

Restricdo geométrica { 2Xt =

Ordenada do centro <

D

::
\
\

l




AplicacOoes de Diferenciacao
- Otimizacao de Funcoes -

Definicao de Extremos:

Seja f uma funcao definida num intervalo | que
contenha c.

1. f(c) € o minimo de f em I se f(c) < f(x) para todo
X pertencente a l.

2. f(c) e o maximo de f em 1 se f(c) = f(x) para
todo x pertencente a |.

O minimo e o0 maximo de uma funcao em um intervalo
sao os valores extremos, ou extremos, da funcéao
neste intervalo.

O minimo e o0 maximo de uma funcao em um
Intervalo sao chamados também de minimo

absoluto e maximo absoluto neste intervalo.
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AplicacOoes de Diferenciacao
- Otimizacao de Funcoes -

.
Funcado continua no s o
intervalo fechado [-1, 2] 4 i (2.5) 9 Maximo

fx)=x"+1
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AplicacOoes de Diferenciacao
- Otimizacao de Funcoes -

¥
Funcédo continua no E
intervalo aberto (-1, 2) 5 _l Néo ¢
I MAax1imo
il 3 X =x*+1
31
%I

ERE3 =

(0, 1) Minimo

| { i __!_ _l_m_w_) S T

B

—
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AplicacOoes de Diferenciacao
- Otimizacao de Funcoes -

3
Funcdo descontinua no A |
intervalo fechado [-1, 2] 5. | (2, 5) Maximo

g =i® R
) } 2, x=0

~—t—
JI:. - —_— s — i
) Gadd |

Nio é

minimo

— = X
-] ' | 3
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AplicacOoes de Diferenciacao
- Otimizacao de Funcoes -

Definicao de Extremo Relativo:

1. Se existe um intervalo aberto contendo ¢ no qual f(c) € um
maximo, entao f(c) € chamado de maximo relativo de f.

2. Se existe um intervalo aberto contendo ¢ no qual f(c) € um
minimo, entéao f(c) € chamado de minimo relativo de f.

( n 1) Méximo

relativo

Mimimo
5L relativo
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AplicacOoes de Diferenciacao
- Otimizacao de Funcoes -

Definicdo de Numero Critico:

Seja f uma funcao definidaem c. Se f’(c) =0 ou se f nao
é diferenciavel em c, entdo ¢ € um numero critico de f.

y y

: !
! , f’(¢) ndo existe
| [
| Y
: c) =10
() Tangente
2 : horizontal
i :
i‘ |
__.i. — -::_‘ - - X
|

Teorema: Sef tem um minimo relativo ou um maximo
relativo em x = ¢, entdo ¢ € um numero critico de f.
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AplicacOoes de Diferenciacao
- Otimizacao de Funcoes -

Encontrando Extremos em um Intervalo Fechado:

Para encontrar os extremos de uma funcéo continua
f em um intervalo fechado [a, b] deve-se

1. Achar os numeros criticos em (a, b).

2. Calcular f em cada numero critico em (a, b).

3. Calcular f nas extremidades de (a, b).

4. O menor desses valores é o minimo. O maior € o maximo.
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AplicacOoes de Diferenciacao
- Otimizacao de Funcoes -

Exemplo:

Ache os extremos de f(x) = 3x* — 4x3 no intervalo
[-1, 2].

Passo 1. Achar os pontos criticos
f€x)=12x°- 12x°
f(x)=0\ 12x°-12x°*=0

12x%(x-1)=0 E

=) ix=0 g
S P i s
S x=1

l



AplicacOoes de Diferenciacao
- Otimizacao de Funcoes -

Exemplo (continuacao):

Passo 2: Achar o valor da funcao nos pontos criticos

f(0)=0 e f(1)=-1

Passo 3: Calcular o valor da funcao nas extremidades
do intervalo

f(-)=7 e f(2)=16

Passo 4: Identificar os valores extremos
Valor minimo iguala-1emx =1
Valor maximo igual a 16 em x = 2
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AplicacOoes de Diferenciacao
- Otimizacao de Funcoes -

Exemplo (continuacao):

y
?
64 @0

12 +

(0,0 /

Maximo

— |

g -1 7

= Minimo
| 5

fix) = 3x% — dx>

Eduardo Nobre Lages - CTEC/UF



AplicacOoes de Diferenciacao
- Otimizacao de Funcoes -
Exemplo:

Ache os extremos de f(x) = 2x — 3x?3 no intervalo
[-1, 3].

Passo 1. Achar os pontos criticos

2 Xl/3_1
f&x)=2- )(1/3:2 W13
/3
f(x)=0 \ zxxmlzo p x=1

D  No entanto, x =0 também é numero
critico, uma vez que f’(0) ndo existe.
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AplicacOoes de Diferenciacao
- Otimizacao de Funcoes -

Exemplo (continuacao):

Passo 2: Achar o valor da funcao nos pontos criticos

f(0)=0 e f(1)=-1

Passo 3: Calcular o valor da funcao nas extremidades
do intervalo

f(-1)=-5 e f(3)=6-339»-0,24

Passo 4: Identificar os valores extremos
Valor minimo igual a-5em x =-1
Valor maximo iguala0em x=0
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AplicacOoes de Diferenciacao
- Otimizacao de Funcoes -

Exemplo (continuacao): Moo
(0, 0)

I
-1

(3, -0,24)

f(x) = 2x — 3x?3

Minimo
(_l’ _5)
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AplicacOoes de Diferenciacao
- Otimizacao de Funcoes -

Exemplo (revisitando o problema da caixa):

Deseja-se construir uma caixa aberta a partir de uma folha de
papel Oficio 2 cortando arestas de quadrados iguais nos cantos
e dobrando os lados para cima (agora com a técnica da aba),
conforme esquematizacao abaixo.

_____ Kdobre% VM &

Determinar a medida de corte gque resulte em
uma caixa de maior volume. Qual o volume da
caixa otimizada?
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AplicacOoes de Diferenciacao
- Otimizacao de Funcoes -

Exemplo (continuacao):

T K dobre %
E [ieeatiss ey BEI ey " <
© E=3 k=]
— 8|CU =13
N EaEie ceaigt Sedobreltun i N Sie ]
aqui
l ‘g q x:Ij
X €<— 330-2X ———>
= 330 mm >

V (X) = x(330- 2x)(216- 2x)
V (X) =4x° - 1092x° + 71280x
0£ x£108 mm




AplicacOoes de Diferenciacao
- Otimizacao de Funcoes -

Exemplo (continuacao):
Ache o ponto de maximo da funcéo
V(X) = 4x3 — 1092x? + 71280x
no intervalo [0, 108].

Passo 1. Achar os pontos criticos

f €x) =12x° - 2184x +71280
f((x)=0\ 12x°- 2184x+71280=0

\I, X :91- \/237 % 4216
| ora do
’I\X:91+\/ﬁ >>%,/4 Eoml’ncilo

b
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AplicacOoes de Diferenciacao
- Otimizacao de Funcoes -

Exemplo (continuacao):
Passo 2: Achar o valor da funcao no ponto critico
V (91- +/2341) = 457912 +18728/2341
»1364045,3

Passo 3: Calcular o valor da funcao nas extremidades
do intervalo

V (0) =V (108) =0

Passo 4: Identificar o valor maximo
D

~ = Valor maximo igual a 1364045,3 mm?3
(1364,0 cm3) para x = 42,6 mm (4,26 cm)
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AplicacOoes de Diferenciacao
- Otimizacao de FuncoOes -

Exemplo:

Deseja-se construir um recipiente no formato de um cilindro
fechado para comportar um volume conhecido. Descobrir as
dimensoes do cilindro (diametro e altura) correspondente ao
recipiente 6timo (menor gasto de material).

volume V
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AplicacOoes de Diferenciacao
- Otimizacao de Funcoes -

Exemplo (continuacao):

Relacao entre as dimensoes do cilindro em funcao
da restrigao do volume

—'Ub h P h= 4V
A
Area da superficie do cilindro

po’ ;i
AZZT + obh S
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AplicacOoes de Diferenciacao
- Otimizacao de Funcoes -
Exemplo (continuacao):

Ache o ponto de minimo da funcéo correspondente
a area da superficie do cilindro no intervalo [0, o],

onde 2
A(b) = oo N 4V
2 b
Passo 1. Achar os pontos criticos
4V 4V
ar) =pp- =2

A(b) =0 \ A 24\/_0 b b=z
b P

O outro numero critico existente, b =0, sera
tratado como extremidade do intervalo.
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AplicacOoes de Diferenciacao
- Otimizacao de Funcoes -

Exemplo (continuacao):

Passo 2: Achar o valor da funcao no ponto critico
e(4v 0
AC3|— T=3%/2pV ?
P g

Passo 3: Calcular o valor da funcao nas extremidades
do intervalo

limA(b) =¥ e limA(b)=¥

b® 0 b® ¥

Passo 4: Identificar o valor extremo de interesse

Valor minimo igual a 33/20V° em b =3 v
\ p
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AplicacOoes de Diferenciacao
- Otimizacao de Funcoes -

Exemplo (continuacao):

Altura do cilindro para o projeto da superficie
minima

hﬂ b—ir\h "
:( "éf

volume V
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