TEMA 2
PROPRIEDADES DE ORDEM NO CONJUNTO DOS NUMEROS REAIS

O conjunto dos nimeros reais, R, possui uma relagdo “menor ou igual”, denotada por

<, que possui as seguintes propriedades:

O.1: Propriedade Reflexiva: Para qualquer nimero real a tem-se a < a.

0.2: Propriedade Antissimétrica: Dados dois nimeros reais a e b tem-se:

Se a<beb<a entdoa=h.

0.3: Propriedade Transitiva: Dados os numeros reais a,b e c, tem-se que:

Se a<b eb<centdo a<c.

Uma relacdo satisfazendo as propriedades O.1, 0.2 e O.3 é chamada relacdo de

ordem.

Notacéo
e Usaremos anotacdo a < b paraindicar a<b masa #b.
e Anotacdo b = a significaa < be b > a indicaa < b.
e Dizemos que um numero real a é positivo se a > 0 e a é negativo se a < 0.

e Se a =0 dizemos também que a é ndo negativo e se a < 0 dizemos que a é ndo

positivo.

Observagao

Sea < beb <c,apropriedade transitiva nos permite escrever a < b < c.

Intervalos na Reta
A relacdo de ordem nos nimeros reais nos permite utilizar uma notagdo mais simples para
designar determinados subconjuntos de R.
Por exemplo, se a e b s&o nimeros reais com a < b, utilizamos as seguintes notacdes para
intervalos limitados:
¢ intervalo fechado com extremosae b : [a,b] ={x € R|a < x < b}
e intervalo aberto com extremosaeb : (a,b) = {x € R|a < x < b}

e intervalos semiabertos (ou semi fechados) com extremos a e b:
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o [a,b)={x €R|a<x<b}
o (a,b] ={x eR|a<x<b}
Temos também intervalos ilimitados:
(—»,a) = {x ER|x <a}
(—0,a] = {x ER|x < a}
(c,4o) = {x eR|x >}
[c,+0)= {x ER|x = c}
(o0, +0) = R

Exemplo 1

O conjunto A ={x € R|lx <1ou x >3} é formado pela unido de dois intervalos
disjuntos: (—oo,1) U (3,400). Ou seja, ele é formado pelos pontos da reta exceto aqueles
pertencentes ao intervalo fechado [1,3].

Um erro comum € tentar descrever esse conjunto utilizando uma dupla desigualdade:
3 <x < 1. Observe que essa desigualdade significa que x € um numero real que €
simultaneamente maior que 3 e menor do que 1, que obviamente ndo existe. Além disso, a

dupla desigualdade implica que 3 é menor do que 1, o que é falso. [ ]

A relagdo < nos numeros reais é uma relagdo de ordem total, isto é, satisfaz também a
seguinte propriedade:
O.4: Tricotomia: Dados dois nimeros reais quaisquer a e b tem-se que uma e somente uma
das possibilidades ocorre:
a<b ou a=»> ou b < a.

Essa relacdo de ordem satisfaz também as seguintes propriedades:
0.5: Para quaisquer numeros reais a,b,c , tem-se que:
Se a<h, entéo a+c<b+c
0.6: Se a,b,c sdo numeros reais tem-se que:

Se a<b e 0<c, entdo ac <b-c

Proposicao 1
Seja a um numero real. Entdo os seguintes resultados sdo validos:

i. Se a<o0 entio —a =0



i. Se a=0 entéto —a <0

iii.  Para qualquer nimero real a temos que a? = 0.

Demonstracao
i. Se a <0 podemos, utilizando a propriedade O.5, somar — a aos dois membros da
equacao, obtendo:
a<0 =2(-a)+a<(-a)+0=0<-a = —a =0.
ii. A demonstracdo € anéloga.
lii.  Temos dois casos a considerar:
1° caso: se a >0 podemos, utilizando a propriedade O.6, multiplicar ambos os
membros da desigualdade por a, obtendo:
a>0 = aa=a'0 = a*=0.
2° caso: se a < 0 entdo —a = 0. Pelo caso anterior, temos que (—a)? =0 .
Mas: (—a)? = (—1)%a%? = 1-a% = d?.

Logoa? > 0. [

Proposicgao 2
Se a<hb e ¢<0, entdo ac =2b-c
Demonstracao
Se ¢ <0, entdio —c = 0. Portanto, pela propriedade O6, temos que:
a-(—c)<b-(—c) >—-(a-c)< —(b-0).
Somando a - ¢ + b - ¢ aos dois lados da desigualdade obtemos:
—(ac)+(@ac+b-c)<—(b-c)+(ac+b-c) =
[-(a-c)+a-c]+ b-c <—(b-¢c)+(b-c+a-c) =
O+b-c <[-(b-c)+ b-cl]lt+ac =
b-c <0+a-c =

b-c <a-c ]

Observagéo
As propriedades O.5, O.6 e a proposic¢ao 2 afirmam que:
Se somarmos (ou subtrairmos) um mesmo numero real em ambos os lados de uma

desigualdade, o sinal da desigualdade inicial se mantém.



No entanto se multiplicarmos uma desigualdade por um numero real temos duas
possibilidades:
e Se 0 numero for ndo negativo, o sentido da desigualdade se mantém;

e Se 0 numero for ndo positivo, o sentido da desigualdade ¢ invertido.

A partir dessas propriedades € possivel demonstrar alguns resultados basicos que

utilizaremos posteriormente.

Utilizando as propriedades e as definicdes dadas anteriormente obtém-se facilmente as

propriedades a seguir.

Proposigao 3
1) Sea<be b<c,entdio a<c.
2) Se a<b,entdo a+ c < b + c, para qualquer numero real c.
3) Sea<be c<d,entdoa+c<b+d.
4) Se a < b e c éum numero positivo qualquer, entdo ac < bc.
5) Se a < b e c éum numero negativo qualquer, entdo ac > bc.

6) Se 0<a<be 0<c<d,entdoac < bd.
7) Sea < 0,entdo % < 0 e, reciprocamente, se% <0, entdoa <0 .

Demonstracao
Apresentaremos somente a demonstracao dos itens 1), 6) e 7).

1) Sea<be b<centdo a<b e b<c ea=#b,b # c.Pelapropriedade transitiva
(0.3) a <c . Falta provar que a #c. Mas se a=c, entdio a<b e b <a .Pela
propriedade antissimétrica (O.2) temos que a = b, 0 que € um absurdo.

6) Como a<b e c>0, pelo item 4), ac < bc. Como c<d e b >0, pelo item 4),
bc < bd.Como ac < bc e bc < bd concluimos, pelo item1, que ac < bd.

7) Suponhamos a < 0 e, por absurdo, que 2 > 0 . Multiplicando ambos os membros da

desigualdade a < 0, por i temos, pelo item 4), a - % <0 % ; ou seja, 1 <0, 0queé
um absurdo.

. 1, . . ~ 1
Como o inverso de —¢€a, temos pela primeira parte da demonstracdo, que se =< 0

1

entdio+ =a < 0. ]

Qi



Todas as propriedades da proposicao anterior continuam verdadeiras se trocarmos o sinal <

por >.

Corolario 1
1) Se a>be b>c, entdio a>c.
2) Sea> b,entdo a + ¢ > b + c, para qualquer numero real c.
3) Sea>be c>d, entdoa+c>b+d.
4) Se a > b e c € um nimero positivo qualquer, entdo ac > bc.
5) Se a > b e ¢ é um nimero negativo qualquer, entdo ac < bc.

6) Sea>b>0¢e c>d > 0,entdo ac > bd.

~ 1 - 1 ~
7) Sea>0,entdo —> 0 e, reciprocamente, se —> 0, entdoa >0 .

Corolério 2
1) Se a>0e b>0,entdo a+ b > 0.
2) Sea>0e b>0,entdo a-b > 0.

Exemplo 2

Encontre todos os nimeros reais que satisfazem a desigualdade 3 — x < 5 + 4x.

Se 3—x<5+4+4x, entdo 3 —x —4x <54 4x —4x (item 2 da proposi¢do 3), ou seja,
3—-5x<5.

Entdo, somando —3 a ambos 0s membros dessa desigualdade, temos

—5x < 2 (item 2 da propriedade 3).

Dividindo ambos os membros por —5 e invertendo o sentido do sinal dessa desigualdade,

obtemos
x> _E (item 5 da proposicéo 3).
Mostramos, entéo, que se 3 — x < 5 + 4x entdo x > —é.

Cada uma das passagens utilizadas nesse processo € reversivel, isto é, comecando com

x> _E podemos chegar a desigualdade inicial:

2
Se x> —=
5

multiplicamos cada membro por —5 e invertemos o sinal da desigualdade, obtendo
—5x <2

Entdo, somando 3 a ambos 0s membros temos



3—-5x<5
E, finalmente, somamos 4x a ambos 0s membros, obtemos a desigualdade inicial

3—x <5+ 4x.

. 2
Portanto, podemos concluir que 3 — x < 5 + 4x se, e somente se, x > —=.

Assim, o conjunto solugdo da desigualdade dada é (—E +oo)

Exemplo 3

Resolver a desigualdade % < 2.

~ - . . - 1
Sabemos que se x < 0, entdo o inverso de x também € negativo: -< 0. Portanto, todos os

nlmeros negativos pertencem ao conjunto solucdo dessa desigualdade.

Um erro comum em sua resolucéo é :
1 1
;<2 Sl<2xe2x>1 x> S
Observe que, de acordo com essa resolucdo, 0s nimeros negativos ndo apareceram como

~ . . . - A= 1 , - .
solugdo. Onde esta o erro? A primeira equivaléncia - < 2 & 1 < 2x esta incorreta pois,

para que ela seja obtida, devemos multiplicar a desigualdade §< 2 por x para cancelar o

denominador. No entanto, como x € um nimero real qualquer ndo nulo, ele pode ser positivo
ou negativo, e temos duas possibilidades: se ele for positivo, 0 sentido da desigualdade se
mantém e se ele for negativo, o sentido da desigualdade é invertido. Portanto, ndo podemos
simplesmente “mandar o x para o outro lado multiplicando”.

H& duas possibilidades para a resolucdo dessa desigualdade (e de outras do mesmo tipo,
claro).

12 resolucao

A desigualdade original i < 2 pode ser transformada em duas outras:

Se x > 0, multiplicando a desigualdade inicial por x ela se transforma na desigualdade

1 < 2x. E agora resolvemos essa desigualdade mais simples que a inicial:
1<2x ©2x>1 x> -

Como a desigualdade inicial se transformou nessa mais simples somente para_x > 0, devemos

considerar somente as solucGes positivas. No intervalo (0, +o0) devemos considerar somente

. . 1 ~ . . 1
aqueles nimeros maiores do que > que sdo todos 0s numeros reais x > >



Se x < 0, multiplicando a desigualdade inicial por x ela se transforma na desigualdade

1 > 2x . E agora resolvemos essa desigualdade mais simples que a inicial:
1>2x ©2r<1 &x< -

Como a desigualdade inicial se transformou nessa mais simples somente para_x < 0, devemos

considerar somente as solugdes negativas. No intervalo (—oo, 0) devemos considerar somente

. ~ 1 f , .
aqueles numeros que sdo menores do que >» OuU seja, os nlimeros reais x < 0.
. ~ . 1 . ~ . .. .
O conjunto solucdo da desigualdade -< 2 €, entdo, a unido dos dois intervalos obtidos

anteriormente; (—o,0) U (% +oo) .
22 resolucéo
Essa desigualdade pode também ser resolvida transformando-a em uma Unica desigualdade

equivalente a primeira:

1-2x
x

S<2 e --2<0 ©=2<0.

O problema recai no estudo de sinal de um quociente e se soubermos 0s sinais do
denominador e do numerador saberemos os sinais do quociente: positivo dividido por positivo
é positivo; positivo dividido por negativo é negativo; negativo dividido por positivo é
negativo e negativo dividido por negativo é positivo.

Sinal do numerador: araiz é x = % e como a funcdo y = 1 — 2x é decrescente, ela é positiva

antes da raiz e negativa depois da raiz.

Sinal do denominador: a raiz é x = 0 e como a funcdo y = x é crescente, ela é negativa antes
da raiz e positiva depois da raiz.

Podemos montar um quadro dividindo a reta real em intervalos e considerando o sinal de cada

uma das fungdes (numerador e denominador) em cada um dos intervalos:

G

funcao (—,0) (0 1)

2
1-—2x positiva | positiva | negativa Raiz x = ~
2
X negativa | positiva | positiva Raiz x =0
1—-2x negativa | positiva | negativa




Portanto, o conjunto solucdo da desigualdade % < 2 € aunido de dois intervalos: (—oo,0) U
1
(E,'FOO). |

Exemplo 4

1

. 1
Resolver a desigualdade — < —.
x—4 2x—5

12 solucéo
Como discutimos anteriormente, ndo podemos simplesmente “multiplicar cruzado” para obter

a desigualdade mais simples 2x —5 < x — 4, pois as fungbes y =2x —5e y =x —4 néo

N

possuem o mesmo sinal na reta toda. Por exemplo, a fungdo y = 2x — 5 possui raiz x == e

tem sinais contrarios antes e depois da raiz.Como ela € crescente, seu sinal é negativo antes da
raiz e positivo depois da raiz. A funcdo y = x — 4 também é crescente e, por isso, ela é
negativa antes da raiz x = 4 e positiva depois da raiz.

Nesse caso, “multiplicar cruzado” significa multiplicar ambos os membros da desigualdade
pelo polindmio (2x — 5)(x — 4) e, para isso, devemos determinar em quais intervalos essa

funcéo polinomial € positiva ou negativa:

funcéo (_Oo‘ §) <§ ’4) (4, +)
2 2
2x —5 negativa | positiva | positiva
x—4 negativa | negativa | positiva
(2x —5)(x — 4) | positiva | negativa | positiva

Como nao existe divisao por zero, os denominadores ndo podem ser nulos, e temos a seguinte
restricdo: x + g e x # 4.

Temos entdo dois casos a considerar:

1°caso: Sex € U = (—oo, g) U (4, +0), a funcdo (2x — 5)(x — 4) é positiva e temos que:

1 1
— <
x—4 2x-5

PN (2x—5)(x—4)x—i4s(2x—5)(x—4)T1_5 =
(2x —5) < (x —4).
Ou seja, se x € U, adesigualdade inicial é equivalente a desigualdade mais simples:

2x —5<x—4.



Logo,

2x—x<5-4 o x<1.
Portanto, o conjunto solucdo da desigualdade inicial, quando restrita a U, é dado pela
intersecdo de U com o intervalo (—oo, 1].

Obtemos, entdo, o conjunto solugdo S; = (—oo,1].
2° caso: Se x € G ,4), a funcdo (2x — 5)(x — 4) é negativa e, multiplicando a desigualdade

inicial por essa fungéo, obtemos:

1 1
x—4 ~ 2x-5

= x -5 -4 == Qx-5x-4)— <
(2x —5) = (x —4).
Ou seja, no intervalo (g ,4), a desigualdade inicial é equivalente a 2x — 5= x — 4.

Resolvendo esta Gltima, temos:

2x—-52x—-4 & x=>1.
Portanto, o conjunto solucdo da desigualdade inicial, quando restrita a (g ,4), é dado pela

intersecdo desse intervalo com o intervalo (1, +o0) .

Obtemos, entdo, o conjunto solugéo é S, = (g ,4) N (1,400) = (g ,4) :

O conjunto solucdo da desigualdade inicial é: S =S; U S, = (—,1] U (g ,4) .

22 solucéo
Apresentaremos agora outra maneira de resolver a desigualdade dada:

1 < 1 PN 11 <0 < 2x—5—(x—4) <0
x—4 2x-5 x—4 2x—5 (x—4)(2x-5)
2x—-5—-x+4 x-1
(x—4)(2x-5) =0 A (x—4)(2x-5) =0

Faremos agora o estudo do sinal do numerador e denominador para obter o sinal do quociente.
A forma fatorada do denominador é conveniente, pois nos da as raizes diretamente, sendo
completamente desnecessario multiplicar os dois fatores e utilizar a formula para
encontrar as raizes do produto (x —4)(2x — 5). J& vimos que um produto é zero se algum

dos fatores for zero:
(x—4)(2x—-5)=0 & x—4=0 ou2x—5=0 <=>x=4oux=§.
Temos entdo que:
e O numerador y = x — 1 é uma funcdo afim, crescente e suaraiz é x = 1.

e O produtoy = (x — 4)(2x — 5) é uma funcdo quadratica, com raizes x = 4 e x = ;
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Como seu grafico é uma parabola virada para cima (o coeficiente de x% é 12 = 2),

sabemos que a funcdo € negativa entre as raizes e positiva no resto da reta real.

Podemos entdo organizar esses dados em uma tabela:

funcéo (—o0,1) ( 1 5) (5 4> (4, +0)
) 2 2 )
x—1 negativa positiva positiva positiva
(x —4)(2x — 5) | positiva positiva negativa positiva
x—1 negativa positiva negativa positiva
(x —4)(2x = 5)

Como ndo existe divisao por zero, os denominadores ndo podem ser nulos, e temos a seguinte
.~ 5
restricao: x # S € x# 4.

A partir desse quadro concluimos que:

x—1 . 5 .
DS < 0 para x no conjunto (—oo,1) U (5,4),
X2 _—9 quando o numerador for nulo, isto é: x = 1.
(x—4)(2x-5)
Portanto, o conjunto solugéo da desigualdade & (—o,1] U (g 4). [ |

Teorema
i. Sea>b=0,entdoa’ > b2
ii. Sea>0,b>0e a®?> b? entdoa > b.
iii. Sea=>0e b=>0,entdoa’? =b?> < a=>.
Demonstragao
i. Seb =0,entdo a > 0 e, multiplicando ambos os membros dessa desigualdade por a,
obtemos a? > a -0 = 0 = 02 e a tese se verifica.
Se b # 0, entdo a > b e sdo ambos positivos. Multiplicando essa ultima desigualdade
por a e por b, separadamente obtemos:
a’?>ab e ab > b2
Pela propriedade transitiva, obtemos a? > b?, como queriamos provar.
ii.  Temos que:
a’?>b’= a’?-b?*>0< (a+b)(a—>b) > 0.
Como a e b s&o positivos, entdo a soma a + b também é positiva e podemos dizer o

1 T . . 1
mesmo sobre — Multiplicando a desigualdade anterior por — obtemos:
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—(a+b)a—b)>——-0 a-b>0 e a>b,
COMO queriamos provar.
iii. Comoa =0« b =0,atese se verifica trivialmente.
Podemos supor, entdo, a > 0e b > 0.
a’=b*=a’-b*=0= (a+b)(a—»b) =0.
Comoa+ b > 0, concluimosquea—b =0 < a =b.

Reciprocamente, se a = b, entdo certamente a? = b2. n

Exemplo 5
Também podemos resolver desigualdades geometricamente.

a) Resolver graficamente a desigualdade x? > x.
Os graficos das funcdes y = x? e y = x sdo bastante conhecidos e estamos querendo saber
quando é que a parabola de equacdo y = x? esta acima da reta y = x (isto é: x? > x) ou
quando as duas curvas se intersectam (x? = x). Para isso, encontramos 0s pontos de
intersecédo das curvas:

x=x’o x*-x=0ox(x—-1)=0 ©@x=00ux =1.

De acordo com o desenho, o conjunto solucédo da desigualdade é S = (—o0,0] U [1, +0).
b) Resolver graficamente a desigualdade x? — 2x + 3 > 6.

A parabola de equagdo: y = x2 — 2x + 3 = (x — 1)? + 2 n&o possui raizes reais (A= —8).

A curva esta virada para cima e as coordenadas de seu vértice sdo: (1,2).

O grafico da equacdo y = 6 € uma reta horizontal. Queremos determinar quando a parabola

estd acima da reta. Para isso, encontramos as interse¢des da parabola e da reta:

x2-2x+3=6=2x*-2x—-3=0=x=-1o0u x =3.
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(-1.6) (3.6)

De acordo com o desenho, o conjunto solucdo da desigualdade é S = (—o0,—1) U (3,+0).m



