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MODELOS VISCOELÁSTICOS LINEARES

Equação Diferencial do Modelo de Maxwell
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Equação de equilíbrio:

Equação de compatibilidade:

Equações constitutivas:

)()()( ttt am σσσ ==

)()()( ttt am εεε +=

)()( tEt mm εσ = & )()( tt aa εησ =



TESTE DE FLUÊNCIA – MODELO DE MAXWELL
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Utilizando Transformada de Laplace:
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De acordo com os teoremas dos limites:
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TESTE DE RELAXAÇÃO – MODELO DE MAXWELL
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Aplicando os teoremas dos limites: 
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Forma alternativa 

A)    Fluência

Integrando, vem:
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MODELO DE MAXWELL
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B)    Relaxação
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MODELOS VISCOELÁSTICOS LINEARES
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MODELO DE KELVIN
Equação de equilíbrio:

Equação de compatibilidade:

Equações constitutivas:
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TESTE DE FLUÊNCIA – MODELO DE KELVIN
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Ou ainda,

Logo, a função deformação é dada por
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Aplicando os teoremas dos limites:

Observação:
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TESTE DE RELAXAÇÃO – MODELO DE KELVIN
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GRÁFICO TENSÃO X TEMPO NO ENSAIO DE RELAXAÇÃO
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MODELOS VISCOELÁSTICOS LINEARES
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OU PADRÃO

Equação de equilíbrio:

Equação de compatibilidade:

Equações constitutivas:
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Equação Diferencial do Modelo do Sólido Padrão:
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EQUAÇÕES DIFERENCIAIS DOS MODELOS

Modelo de Maxwell
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OPERADORES DIFERENCIAIS LINEARES

Em geral, as equações diferenciais dos modelos viscoelásticos 
podem ser expressas na forma:
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Observação: É prático fazer po=1
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EXEMPLOS DE OPERADORES DIFERENCIAIS LINEARES
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REPRESENTAÇÃO POR INTEGRAIS HEREDITÁRIAS
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Supor uma história de tensão como mostrado abaixo
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Em resumo,



Viga de material elástico linear
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Viga de material viscoelástico linear
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Viga elástica linear

Analogia Viga Elástica Linear – Viga Viscoelástica Linear
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PRINCÍPIO DA CORRESPONDÊNCIA
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Corpo elástico linear Corpo viscoelástico linear
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Equações de equilíbrio
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Equações constitutivas
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PRINCÍPIO DA CORRESPONDÊNCIA
PROCEDIMENTOS

1) Encontrar a Transformada de Laplace da solução elástica linear.
Se Bi, Fi e Gi são independentes do tempo, esta etapa é trivial.

2) Substituir 3K e 2G na expressão da Transformada de Laplace da 
solução elástica linear pelas relações entre as Transformadas 
de Laplace dos operadores diferenciais correspondentes.     
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3) Inverter a solução no domínio da Transformada de Laplace para
o domínio do tempo.



Relações Constitutivas Viscoelásticas Lineares
Tridimensionais
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Influência da Temperatura

Funções de relaxação dependentes da temperatura T
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AVALIAÇÃO DAS DEFORMAÇÕES VISCOELÁSTICAS
Método das Variáveis de Estado
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:t  a  relação em  definem que expressões as Derivando p
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Sistema de equações
diferenciais desacopladas

O sistema pode ser resolvido pelo Método das Diferenças Finitas
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PROCEDIMENTO PARA AVALIAÇÃO DAS VARIÁVEIS DE ESTADO
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FORMULAÇÃO INCREMENTAL ATRAVÉS DO MEF

Aplicando o Princípio dos Deslocamentos Virtuais em termos de taxas:
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elásticaação visco de deformvetor taxav =}{ε&

caação térmi de deformvetor taxaT   }{ =ε&

Vetor taxa de tensão

materialástica do rigidez elmatriz de C   ][ =

Vetor taxa de deformação
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STT

V
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TT dSfNUdVfNUdVCBU }{][}{}{][}{}{}{}{][][}{ &&&&&&&& δδεεεδ
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S

ST
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BTTv
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T dSfNdVfNdVCB }{][}{][}{}{}{][][ &&&&& εεε

Relação entre taxas de deslocamentos nodais e de deformações
do elemento finito

Relação de interpolação das taxas de deslocamentos
do elemento finito

Equação do Princípio dos Deslocamentos Virtuais para o elemento
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dVBCBK
V
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dVfNF
V

BTB }{][}{ ∫= &&

dVfNF
V

STS }{][}{ ∫= &&

dVCBF
V

vTv }]{[][ }{ ∫= ε&&

dVCBF
V

TTT }]{[][ }{ ∫= ε&&

Matriz de rigidez do elemento

Vetor de taxas das forças de 
corpo 

Vetor de taxas das forças de 
superfície

Vetor de taxas das forças 
viscoelásticas

Vetor de taxas das forças 
térmicas



}{}{}{}{}]{[ TvSB FFFFUK ∆+∆+∆+∆=∆

Equação Incremental de Equilíbrio de um Elemento

dVfNF
V

BTB }{][}{ ∫ ∆=∆

dVfNF
V

STS }{][}{ ∫ ∆=∆

dVCBF
V

vTv }]{[][ }{ ∫ ∆=∆ ε

dVCBF
V

TTT }]{[][ }{ ∫ ∆=∆ ε

dVBCBK
V

T ]][[][][ ∫= Matriz de rigidez incremental

Vetor de incrementos de forças
de corpo 

Vetor de incrementos de forças
de superfície

Vetor de incrementos de forças
viscoelásticas 

Vetor de incrementos de forças
térmicas 


