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MODELO DE MAXWELL Equacao de equilibrio:

o(t)=0,(t)=0,)
o (B)
% Equacao de compatibilidade:
o £(t)=¢€,(1)+&,()
= ~ -
==y Equacoes constitutivas:

o, ()=Ee,(t) o,(t)=nE,(t)
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U(t) o(?)
7

&(1) =

t
Utilizando Transformada de Laplace:

s, o

—£(07)+ SL{E(D)] =§[— O(O)+SL{G(t)}]4—717L{O'(t)}



Logo,como  £(0 )=0 e o0 )=0-:

Aiwv»=§va»+1Lmv»

Sendo

Hﬁm:%umm=q’z$uam: oy %
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£L 20 E
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LM} =24 5 &= sa(s)=0,[ -+
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[imse(s)=Ilimo | —+ =—2
§—>00 §—>00 E 77S E
L= : 1 1
[ims&(s)=lim GO(— + —j —> 00
s—0 s—0 FE s

De acordo com os teoremas dos limites: lim Sf(S) — f(0+)

§—>00

Assim, ling Sf(s) = (o)
£

e(07) =




£(0)1

£(t) = O—g ) + 0—7(;)

SLE()} = Lo (0} + %L{a(r)}

[

1 _ |
SEO—:£%+EJL{O'(Z)} — L{O-(t)}_E80%+S
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L{O'(t)}:EEOL{e 7 } O-(t) — Fc e_;t




O(t)] |
(t) £, L{o(0)} = Es, —
Ego G(t):Egoe ;'l_S
_ EE
SO(8)= I .
- UN
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Aplicando os teoremas dos limites:
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Py -~ EEm




MODELO DE MAXWELL

£(t) = Gg ) 07(;)

A) Fluéncia

oy =oun) = i0="20 0
_5 :
£(t)= GE O(t)+ (:7 u(t) = d&€= 00_ g) h ug)_dt

- t Ut
Integrando, vem: &(t)—¢(0 )=00_“L)dt+o' _th



£(f) = % [ (e + % [\ ur

8(t)=[%u(t)} +%u(t)j(: i

B) Relaxacao

e(t)=&u(t) =) £(t)=¢£,0(t) = =

: E
a<r>+;o<r>=E805<r> =) %GW e " = Ee 5(1)

) E
—t

o(t)e” =E<90fo§;t5(f)df = o(t)=Eg,e " u(t)




Equacao de equilibrio:

o()=0,)+0,0)

MODELO DE KELVIN

O
|

Equacao de compatibilidade:

£()=¢,()=&,(0)

Equacoes constitutivas:

| o, (t)=E¢, (1)

o,(t)=ns,(1)

Equacao Diferencial do Modelo de Kelvin




o(t))

o(t)=o,u(t)

E 1

Utilizando Transformada de Laplace:

—&(0 )+sLig} +;L{5} = ;%L{M}

1

L{e}<s+§> - Lo L)
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L+ ey =10, Liu
n n
Ligy =T 7 =
n L Es



Ou ainda,

— 1 — O-o l

L{€} = S2_¥£§§ 0|
n L

Liey="2| L~ Lie "}

o |

o o L
=[i—2u—"2¢e "u
E E

Logo, a funcao deformacao € dada por




00 S — o

O
Lg — 0 Lg — =
&) SLAgs ns*+Es Ns+E

Aplicando os teoremas dos limites:

o
[im sL{E} = lim . (0" =
S%{ j=lim — (0)=0
o £(00) = 2
[im sL{EY = [im i =
S—>O{ } s—0 77S+E E




& () g(t)=¢, u(t)

o L{é}+£L{g} :lL{a}
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T E| 1_1
g+ L{g}zlL{a} = S*; go;‘;L{G}
T /]

Lioy=ne, + 25 =ne, Lo (1)} + E¢, Liu(r))}
S



Lio}= LY, 8(0)+ B u(t)§

o(t) = &,[n5 () + Eu(t)]

E
L{o}l=ns +—¢& ) sL{o}=sne +E&,
S

lim sL{C} = lim sne,_+lim E€, —> o ) ( )—)oo

§—>00 §—>00 §—>00




GRAFICO TENSAO X TEMPO NO ENSAIO DE RELAXAGAO

. 5(1) = &,u(1)

»

o(t)

E&

\ 4



MODELO DO SOLIDO STANDARD
OU PADRAO

m

Equagéo de equilibrio:
o(t)=0,(t)=0,(1)
o(t) =0, (t) =G, (1) + G, (1)
Equagéo de compatibilidade:
&t) =§() +&(1)
(1) = &, (1) T &, (1)
&2 (1) =& (1)

Equacoes constitutivas:

Gml :E gml (t)

C,, =E, &, (1) o (1) :775.; (1)



(1) =E, &, (1) +17¢, (1)

o(r) =E le(t) -5 (0 [+ nléw) -6 @) ]

o(t) =E, &(t) -, ‘;ff) +77€'(t)—£ 20

Equacao Diferencial do Modelo do Sélido Padrao:

/A o(t)+ [1 + éja(t) =ne(t)+ E,&(¢)

L, L,




Modelo de Maxwell
: o(t) ot
s =80, o0
E i
Modelo de Kelvin
: E t
s+ Lery =20
7 7
Modelo do Sélido Padrao
E y)
E1

na’(t)+(1+

E ]G(f) =ne(t) + £,&(1)



Em geral, as equacgoes diferenciais dos modelos viscoelasticos
podem ser expressas na forma:

onde P e Q sao operadores diferenciais lineares dados por

: E pratico fazer p, =1



Po=0¢ = L{Poc}=L{0¢}

oo 0o 0" o
Ot ot*

L{Po} = L{p06+pl —+p, +.tp, Y

L{Pc}=p,G+p,sG+p,s’G+...+p s"C

L{Pc)=(p,+ p;s+p,s° +...+p s")o
Analogamente, \]_)
L{Oe=(q, +q,s+q,s° +...+q s")e

0




Ui
P =1+ ———
Modelo Maxwell T o
®,
@ = ot
Modelo Kelvin p = | TN
0
= Bl ——
Modelo de Solido {_ n O N

Padrao




o(t) ¢

Teste de Fluéncia & g(t)=0o,J()u(t)

t
J(t) = Funcao de Fluéncia

() ¢
Teste de Relaxacdo o(t)=¢&,Y(t)u(t)

t
J(t) = Funcao de Relaxacdo



Supor uma histéria de tensao como mostrado abaixo

o() 1

£(f) = jo de(t,t') = jo J(t -t —tdo(t) = jo J(t 1"t — t’)%dt’



t d ' ! / d '
TORTGREI IR . /) - [ I~ )d—jdt

Pode-se escrever: g(t) = J*G(t)

J" é um operador, tal que J ()= J;)_ J(t-t')()dt’

g / dg /
Analogamente, pode-se encontrar g(t) — jo— Y(l‘ — 1 )%dt

o(t) =Y &(t)

Y™ éumoperador,tal queY ()= J;)_ Y(t-t')( )dt’



Integrais
Hereditarias
ou
Integrais da
Superposicao
de
Boltzmann

eny=[ J(t- t’)%dt’

o(t) = r_ Y(t— t’)%dt'

Teorema da Convolucao

do 3 do
J(t) =0, Z:o parat <0 Lie(t)} = L{J(¢)}.L{ > }
g(s)=J(s).sT(s) sJ(s) = £4s)

o(s)




Teorema da Convolucéao

Y(t)=0, %:O parat <0 Lio(t)} =L{Y(t)}.L{%}
G(s)=Y(s).58(s) I _&®)

sY(s) o(s)

Em resumo,




Viga de material elastico linear

TRRREITINS !

y w _ £ =Ky
secao deformacgao

Relacio constitutiva: o(t)=Ee(t) g(s)=FEe(s

2 (s)

— ()
M = [ oy M = [ Eky’d

=M

2
dx

Equacoes de equilibrio:

| oda =0 | Ecdd =0 Ek| ydA =0

2
d-w
2

Para pequenos deslocamentos: &k =~ — ;
X



Viga de material viscoelastico linear

2EERRRY l
%4 —— X 'y £
AR = = g\:ky

secao deformacao
Relacao constitutiva:

Equacoes de equilibrio:

[odd =0 w [Podd =0 = [ Qadd=0 = [ O(hy)dd =0

I 4 =0 5 — Tal como na viga
o )L Y I elastica linear j




M = oydd w) p(M )= | Poyda P(M)= [ Qéydd

P(M)= | O(ky)ydd P(M) = O(k)y’dd
I/ 1 I/
P(M)=0Q(k)] =—Q¢=—Poc P(M)-—P(c)=0
Y Y Y

P =Ty 20w P(s) -2 20w b(s)- T
Y y Y

My | Mesma expressao para a viga
O=— de material elastico linear ]

1

0




P(M)=0(k) = 0(- ”;XZ"

P(LIM}) = —Q[ {flx }Jl
—

Analogia Viga Elastica Linear — Viga Viscoelastica Linear

/ 2
d

Viga Viscoelastica linear [.L vzv =—-L{M}
C : -

2
Viga elastica linear I L d VZV — _L{M}




PRINCIPIO DA CORRESPONDENCIA

Corpo elastico linear Corpo viscoelastico linear

&

Equacoes de equilibrio

\

u, =F sobre §,

1

on; =G, sobre §,



Equacgoes constitutivas

Dominio da Transformada
de Laplace




PRINCIPIO DA CORRESPONDENCIA

PROCEDIMENTOS

1) Encontrar a Transformada de Laplace da solucao elastica linear.
Se B, F; e G; sdo independentes do tempo, esta etapa é trivial.

2) Substituir 3K e 2G na expressao da Transformada de Laplace da
solucao elastica linear pelas relacoes entre as Transformadas
de Laplace dos operadores diferenciais correspondentes.

3K < Qi(s): LT Gs)
P (s) sJ7(s)

3) Inverter a solugcao no dominio da Transformada de Laplace para
o dominio do tempo.



Soélido viscoelastico

Vetores deformacao e tensao

\ = e
& 0,
&y O,
e O

{g} =< 3 > {O-} = . ;
Es O,

\86 \0-6 J

80]. )
dt
ot'

85].61, _ tD ’
¢ ! Ei(l)—jo i]'(t_t)

0,(1)=,C,(1=1)=

C. = fungdes de relaxagcdo D; = fungoes de fluéncia



Para o caso:

()= D, (t~1)

0,(t) = 0,.u(?)
0

O, = const.

g,(t)=D,(t)o,

Analogamente, quando: & (f) = &, .u(?)

Observacao:

o,(t) = C,;(1)z,

ij Ji

95!

I

C.

J

dof_tD r—5rdr
- t_jo (t—1)G 5(t')dt

const.



Influéncia da Temperatura

Funcébes de relaxacao dependentes da temperatura T
C,(t,T)
Para T =T, (temperatura de referéncia), pode-se escrever

Cy(t.T,) = Ly(log )
Material Termo-reologicamente simples
Cl.j(t,T) = Ll.j(logterl.j(T))

dy;
TJ >0 y, = fungoes de translagdao do tempo

WU(T()) :O;




C. _
: C,(1,T) = L,(logt +y,(T))

logg, =logt+y (T)

D \
G; =tempos reduzidos

logt  log¢, logt?
Fazendo y (T)=-logy (¢) logg, =logt—log x,(T)

[
log—=log x,(T)
Sy

X;(T) = fatores de traslagao do tempo (shift factors)




AVALIACAO DAS DEFORMAGOES VISCOELASTICAS

Método das Variaveis de Estado

gl.(t) — _“;Dy(éj _é‘]"» 0

Integrando por partes:

aDzj(fz] _fl']"aTo)
ot’

£,(1) =D, (T.0)a ()~ | o, (t)dt'

Usando uma série de Dirichlet-Prony:

, al fi'_é" J
Dy(fy_§U>To):D§+ZD; l—expL— ]6”’ ]]
p1

i

D;, D/, 0! = constantes do material

0. = tempos de retarda¢do do material



Derivando D, em relagdo a t':

oD, 1 NDfexp[_fv“@"J

at' sz (T) p=1 el]p

Rz p
0;

Fazendo

D? =&
E'jp = 1 Z exp(_ 5’] pglj ]
2;(T) 6 o;

£,(1) = D, (T,0)0,(¢) + i jo Flo (t)dt

£.(1)=D,(T.0)0,(1)+3 > @7 (1)

p=l s=1




“0=D, 007,05 220 (s 0= [ Fro, )

\< D1, (1) =I;E§02(t')dt'
@: gi (t) T gi ' D? (1) = I; Flo (t)dt

Deformacao elastica gie (t) — Dl] (T,O)U] (t)

N m
Deformacio viscoelastica gl," (1) = Z Z CI)Z{Z (1)

p=1 s=1




Derivando as expressoes que definem ®;; em relagdo a t :

P p
Dyt P o)
o Gy, (T) O (1)
p p
T T
ot Oyx,(T) 65,15, (T)
oD L 1 D7 DE,
66_ as(?)
ot O xe(T) Oss X o6 (1) y,

Sistema de equacoes
diferenciais desacopladas

O sistema pode ser resolvido pelo Método das Diferencas Finitas

Vale observar que ®;;(0) =0



w1 D2 +AE. - &
®7(t+An) = T——Lexp B 7 o,()dt
° Xy Of O
D? C+AE. &
op+an =~ Xp[— A Jaj(f'>df’+
N DY +AE &
J-t AZL Z Xp(— é:l] il] églj JGJ (t’)dt,
! Zij sz 91']'
df&!
Consideran do . _ !
dt’' e
A&, S
(Df]?(tJrAt)(Df]?(t)eXpLp]+Dij{lexp( >




Trabalho virtual Trabalho virtual Trabalho virtual
das forcas internas das forcas de corpo  das forgas de superficie

V =volume do corpo S =variagcdo
S = Area do superficie de contorno do corpo

{u} = vetor de deslocamentos do corpo

{2, {f*Y=vetores das forcas de corpo e de superficie, respectivamente



Vetor taxa de deformacao

e} =1} +{e+{e')

{£°} = vetor taxa de deformacdo elastica

{"} = vetor taxa de deformacdo viscoeldstica

(&Y =vetor taxa de deformacdo térmica

Vetor taxa de tensao

ey —1e" &'}

|C|=matriz de rigidez eldstica do material



Relacao entre taxas de deslocamentos nodais e de deformacoes
do elemento finito

£} =[B1{U}

Relacao de interpolacao das taxas de deslocamentos
do elemento finito

{u} =[NJ{U}

Equacao do Principio dos Deslocamentos Virtuais para o elemento

(U [ [BY [CI(e}—{&"} — &} v = [ {SUY [NT {f*}dV + [ {6U} [NT {f*}dS
[ BYICI(g}—4&" = (e )av = [ [INY {F"}av + [ [NV {f}dS

[, [BY[CIBIaY U} = [ [INY{/*}aV + [ [N {f*}dS +

| [BY'[CI{e yav + [ [BY[Cl{e" vaV




[KIU} = {F  + {F ) +{F} +{F T}

[K1= [ [BY[CIBldV

(F2) = [ INT (/" 3aV
(F<} = jV[N]T{fS}dV
(F*} = [BY'[Cl{&"}aV

(F7} = [BY'ICI{e"aV

Matriz de rigidez do elemento

Vetor de taxas das forcas de
corpo

Vetor de taxas das forcas de
superficie

Vetor de taxas das forcas
viscoelasticas

Vetor de taxas das forcas
termicas



[KI{AU} = {AF"} +{AF" } +{AF"} + {AF "}

[K]= jV[B]T[C][B]dV Matriz de rigidez incremental

{AFB} _ ( [N]T {AfB}dV Vetor de incrementos de forcas

Jv de corpo

{AFS} _ V [N]T {AfS}dV Vetor de incrementos de forcas

de superficie

{IAF"} = j Cl{Ae" YV Vetor de incrementos de forcas
viscoelasticas

(AF") = J' Cl{Ae"  dV Vetor de incrementos de forcas
termicas



