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CONCEITOS BASICOS

TENSOR TENSAO E VETOR TENSAO
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Tensor tensao
O Oy Oy
O, =|0, 0, Oy O; =0
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Tx 2 n = vetor unitario normal ao plano ABC

vetor tensao no

plano ABC




IxZ o — escalar

vetor na diregdo de n

o.n,—on, =0

(0, —00;)n, =0

O0,—0 Oy, O3
O'U—O'é‘l.] =0 ‘ O, 0y,—0 0, |=0
05, O3, O3, — 0

O =lensoes principais
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oc’—loc’+1,0-1,=0

[1 =0, +0,, + O, Invariantes

) ) ) do estado de
1, = 01,05, + 05,04, + 03,0, — 01, — O3 — 015 tensao
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0, = — 0,0, =tensor tensao hidrostatico
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s,; = tensor de tensdo desviador
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Um estado de tensdo é dito ser de cisalhamento puro se existem

c 4 4 IZ_ I
eixos x,, x, e x; tal que

4 —_— — S
x2 01,1, - 02121 - 03!3! - O

0 o, Oy

O, =0y, 0 Oy

x3 _03/11 03121 O

Condicao necessaria e suficiente para um estado de
tensao ser de cisalhamento puro
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O estado de tensao desviador corresponde a um estado

de cisalhamento puro

Jij B g o 51']'
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O+ 0, t0;;

_ 20, — 0, — 03 ~

S, =0, — —
1 1
R) R)
_ Oy t0,), t03; 20, —0,,— 05
Syy =0 — =
R) R)
_ Oy 1t0, +0;35 205, — 0, — 0y
S33 =033 — = Dy
R) 3

. . / 4 4 —_— — ——
Existem eixos x,, x, e x; tal que S1rpr = Sy = Sy = 0




=1

S; —S§ij

s =tensoes principais do estado de tensdo desviador

Equacao Caracteristica do Estado Desviador

s —Js° —J,s—J, =0

Invariantes do tensor de tensao
desviador



Primeiro Invariante

J =8,+8,+8;, =8+, +s5,=0

Sequndo Invariante

1 1 2 2 2
J, = ESUSJZ = E(S11 + 85, + 85 F 81,8, F 8,8, F e

)i
= 5(S12+S22+S32)

Terceiro Invariante

1
Sy =88 1S = 815,58,
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A 02
Plano Octaédrico

Plano cuja normal
forma angulos iguais
com 0s eixos principais
de tensao

= tensoes octaedricas
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Componente na direcao de n p—
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Invariante




Componente de Cisalhamento T — \/tz — 02

Invariante




linha hidrostatica

Espaco das tensoes
principais

6 leEw

O ‘ON‘: = 0.¢€ 02(01902903)
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— 30 :\/ggoct > éz(gmﬁo-m’o-m)
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linha hidrostatica

Espaco das tensoes
principais

r=g-¢

r =(0y,0,,03)—(0,,,0,,,0,,) =(8,5,,5;)

Invariante

r=aAlS{+52 487 =4/2J,




P(o,,0,,0,) linha ou eixo hidrostdtico
- c=0P=(0,,0,,0,)

& :O_Nz(am,am,am)

c;l r=NP=(s,5,,5;)

oF!

— OP = vetor de tensées do estado ori oinal

§

r

= vetor de tensoes do estado hidrostatico

—

NP = vetor de tensoes do estado desviador



Material Elastoplastico Perfeito

Postulado 1: Existe uma fungdo de escoamento (o) tal que:

Material em regime elastico se f(o,)<0 ou f(o,)=0 ¢ f (0,)<0

Material em regime plastico se f(o,)=0 e f(aij )=0

f(0,,,65,,033,0,,015,01,)  ou f(01,62,03,051,062,053)

o, mm) lensoes principais

a, C> angulos que definem as direcoes principais

Superficie de Escoamento ]—> f




Postulado 2: () material ¢ isotropo

Z

A funcédo de escoamento independe das direcbes e ndo muda com a
permutacdo dos eixos, ou seja, f & simétrica com relagcdo as tensées
principais

f(o,,0,,0,)=f(0,,0,,0;) = f(o,05,0,)
A funcao de escoamento pode ser expressa em funcao dos invariantes

f([17]29]3)

Postulado 3: Tensoes hidrostaticas ndo provocam escoamento

J(8),8,,85) ou J(J2,J5) p‘—[fj_'lp

p ¥p




Postulado 4: Os comportamentos a tragdo e a compressao
sdo identicos

.

O valor da tensdo de escoamento nao muda quando o sinal de
todas as componentes de tensao sao trocados

f(O'l]) — f(_o-ij)




\ 7~

o, eixo hidrostatico
£ oy =y =

*
*
*
*
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Plano desviador 7" = (SI,SZ,S3)

[
»

O,

Equacao do Plano Desviador

- - - (1 - 1 - 1 =
fzg-g=(01i+0'2j+c73k)-(i+j+kj

V33T 3
fzi(0'1+0'2+03) j> (O'1+02+G3)=\/§§




f(0,,0,,0;) ¢éuma fu ngdo simét rica

£
NAD = NDB = NEB = NEC = NCF = NFA



Critério da Maxima Tensao de Cisalhamento
(Materiais Ducteis)

O
‘, i
Tmax/ 7’-max — E it - Tmax
p) |
> O
N
O
Tmax g K
2
@
Caso Tridimensional
o 1 1 1
/ o |Max —‘01—02,—‘02—03,—‘03—01‘ =K
2 2 2




Tridimensional




Bidimensional




Critério da Maxima Energia de Distor¢do
(Materiais Ducteis)

Estado Hidrostatico Estado Desviador

. AV 1-2v
Deformag&o —=g+&,+e,=——(0,+0,+0;)
Volumétrica 4 E




Estado Hidrostatico de Tensao

‘”/:350‘2VX:0‘2VN

. I I Gl+62+63)

Nao gera distorcao :> o (); y = 0 em qualquer plano

Estado Desviador de Tensao

AV 1-2

1%
= = (0,+0,+0,-35)=0

Nao gera variagao de volume ﬁ> A7V =1



Energia de Deformacao Elastica Especifica

Estado qualquer de tensao

— ﬂ
% L 7 1

U= 5(0181 +0,8, +0,8;)

. » } b ST E TE,
Estado Hidrostatico de tensdo mE) &) =&, = &;

3
(S
& =& ¢
Estado desviador de tensdo  m) < £, =6—C
‘93S =&~ ¢




u=loC e o e o)

1

1
u :Eg(al +0o, +o-3)+5[o-15f + 0,6 +o-3g§]

energia associada
a variacao de volume

(uy)

Energia Total

energia associada
a mudanca de forma

3

ENERGIA DE DISTORCAO

(p)

v

u=u, +u,




Critéerio de escoamento da Maxima Enerqgia de Distorcao
(Critério de von MISES)

a

Y, -0, +(0,-0,) +(c, —0)) |=uy,

1+v
6F

Lo-l O-IZY 0'2:()'320

Obtencao experimental de u,;,,

_1+VY2

u, =
i 3E

¢




Expressao do Critério de von Mises

Representacao Geométrica do Critério de von Mises

Tridimensional

O,

plano
octaédrico




Representacao Geomeétrica do Critério de von Mises

Bidimensional

62 A G
2
(,Y, Y) L




Comparacao entre os Critérios de Tresca e de von Mises

Caso Bidimensional

02 A

Y 1)

Yy



Condicao de Continuidade do Fluxo Plastico

Seja um ponto submetido a um estado de tensao o; sobre a superficie
de escoamento,ou seja,
/ (Gij): 0

Suponha que seja aplicado um incremento do; em o;.

Condicao para que o ponto continue _
em processo de escoamento :> f (Gij i dgij) =0

df = flo, +do,)- flo,)

of
df =——do
/= 0o, . 00,, 5012
_ %

O gradiente de f é perpendicular ao vetor incremento de tensdo

I
-




Condicao de Continuidade do Fluxo Plastico

=——do 5 = Y (Condigio de Consisténcia)

\ ﬁ Vetor Incremento de Tensao
°C\ dg do’ ={do,, do,,....do,,}

Vetor Gradiente da Funcao

+d
SR Grad () =2

oo

~

C Grad( f)T:{ﬁ(Z @(Z ..... %}




Condicao de Retorno ao Regime Elastico

O Gradiente de f forma um angulo
obtuso com o vetor incremento de

tensao




Postulado de Drucker

Dado um corpo em equilibrio sob um estado de tensio inicial definido
pelo vetor tensdo generalizado QP e submetido a um agente externo
que aplica lentamente um conjunto de forgcas auto-equilibradas que,
em seguida, sdo removidas. O trabalho realizado pelo agente externo
durante o ciclo aplicagcao-remocao das forcas nao é negativo.

A

—W, >0

w. =W

ext fot

74

ext

/4

tot

= trabalho realizado pelo agente externo
= trabalho total realizado por todas as tensoes

W, =trabalho feito pelas tensoes iniciais constantes



Vetor tenséo generalizada Vetor taxa de deformacédo generalizada

. . 3
”7 — ' E
i é
22

O3 533

O3 Pota 2‘é23
oténcia -

O, 2‘?31

componente elastica

e
]
ST
I

componente plastica




Superficie de —
Escoamento

em t=t,+ot \

Superficie de
escoamento
em t=0

Trabalho Total no Ciclo Aplicacdo-Remocao de Tensbes

W, = §Wdr = [ Qacde+ [ 0.5 +qdr+ [ Odsar




Trabalho realizado no ciclo fechado envolvendo deformacées elasticas

enuo .
| ow?r

t1+5t
p /
tOt J- Q c], d Incremento de

,,,,,,,,,,,,,,, trabalho plastico

Trabalho realizado pelas tensées generalizadas Q? durante o ciclo
fechado

Wy = [ Qdsdr+ [ 00 Gr +qldi+ [ 0%dsdr




Pelo Postulado de Drucker:

W =W?—oW," :r“st(Qi _Qf’}jfdtzo

ext t

ot arbitrariamente pequeno ﬂ

Desigualdade
o [

Drucker

OBS.: Foi usado o indice p em Q; e o; para indicar que tais tensoes
correspondem a um ponto sobre a superficie de escoamento



O vetor taxa de deformacao plastica generalizada forma um
angulo nao maior que 90° com o vetor de incrementos de
tensoes generalizadas

Em forma incremental, a desigualdade acima pode ser escrita na forma




A, B C> Pontos sobre a superficie de escoamento

D
/&
—— superficie de escoamento
/A P .
B)

q'P
Se A—>P e B—>P L~

-

Lei ou Principio da Normalidade

O vetor ¢” € normal a superficie de escoamento e aponta para fora



Superficie de escoamento concava viola o postulado de Drucker

Z

O dngulo entre §”e dQ pode resultar > 90’

/ q p Superficie de escoamento

I /

0+dg

Lei da Convexidade

A superficie de escoamento é convexa

Um material que satisfaz o Postulado de Drucker é dito ESTAVEL
ou “ work-wardening material”




Funcao Potencial Plastico e Regra de Fluxo

Hipotese cinematica postulada para a
deformacao plastica ou fluxo plastico

Fungéo Potencial Plastico j Funcgao escalar das tensoes

a
g(o;)

Regra de Fluxo >

Regra de Fluxo Plastico

dA = fator de proporcionalidade escalar nao negativo

p __ 2 ~ 4 .
de; = incremento de deformacgdo plastica



Reqgra de Fluxo Plastico — Representacao Geomeétrica

Regra de Fluxo Associada

e [
0o, _
g(al.j):O g(gij) _f(ajj)
o

Regra de Fluxo
Nao Associada




Regra de Fluxo Geral Associada

Lei da Normalidade: reand of _ }{ of dJ, 8f 0J, j
dfij o aJ, 0o, 8J3 ofey

f(J29J3):O
N\
hﬁ
J =lss 0/,
2 ) y ljl:> Al — 9y

/5 = 3 JkSk’ﬁa] =S S —ls S .0 =V

ip- pj 3 qp = pq Y



Regra de Fluxo Associada de von Mises

A funcao de escoamento de von Mises pode ser escrita como:

f(Jz):Jz_Y_2:0

3
Regra de Fluxo Associada j> de! = d2 of aJ,

aJ, 0o

Como oy
2 —
oo = C de; =dAs, ?

P p P P P P
de;, _ de,, _ des, _ de, _ de,, _ de:,

=dA

Equacoes de Prandtl-Reuss




Materiais Elastoplasticos com Endurecimento
Caso Uniaxial

m==) propriedade definida pelo
aumento continuo da tensao axial com a evolucao da deformacao
axial apo6s o ponto de escoamento.

O o!
o 6
5 4 /
O !
Y1 ;
N ——\ ,I
O % ; o

~
©

(-

\__I'—\ oy

‘U,’\(\\I__ ‘%O) Q
~ 98 O g
s S)F §4§
S S¥/8 3718

S
Q) !
© d /!
T g & /
O - : >

Ey E
Trajetdrias carga-descarga praticamente retas e coincidentes,
paralelas ao ramo elastico linear inicial

ApoOs descarga e carga consecutivas, ocorre um aumento da
tensao de escoamento

\




Materiais Elastoplasticos com Endurecimento

Caso Tridimensional

C} a superficie de escoamento
muda com a ocorréncia de deformacoes plasticas adicionais

O
:ll

31075 k = parametro de endurecimento

O3

P __ ~ r e
\ g; =componentes de deformagdo plastica

Define a evolucao da superficie de

Regra de endurecimento s
escoamento com o fluxo plastico

(?)



Criterio de Continuidade de Fluxo Plastico

f= 0ed. do > O d & 7 ()

oo

= Oegf -do <0




Reqgra de Endurecimento para Materiais

Elastoplasticos

f(o,.&].k)=F(o,,&l)-k (¢,)=0

forma da superficie tamanho da superficie

Definicoes

Tensao Efetiva Deformacao Plastica Efetiva




Tensao e Deformacao plasticas efetivas - Caso de Tensao Uniaxial

.LUI c,=0 o,=0

o, =M=\/§[<al—0>2+<0—0>2+(al—0>2]

o Gl Tensao efetiva = Tensao uniaxial

lo,

) P
o= ygetel =l e v

1

Material Plastico Incompressivel :> gzp =& = _Eglp

Deformacao plastica efetiva = Deformacgao
plastica uniaxial




Modelo de Endurecimento Isotropo

A superficie inicial se expande uniformemente sem distor¢cao
e sem translacdao quando ocorre o fluxo plastico




Modelo de Endurecimento Isotropo — Funcao de von Mises

o

3

Parametro k(s,)

1=l -07 +(0-07 +(0, -0 =27

L ~k(g,)=0 m) 0.=3k(s,)




Modelo de Endurecimento Cinematico

Durante o fluxo plastico, a superficie de escoamento se desloca
como um corpo rigido no espaco das tensées, mantendo a forma,
o tamanho e a orientacao da superficie inicial.

flo,,&;,k)=F(o,—a;)— k* =

0'2 A B
42 F 507, k*
F(o,)=k | £ )=
o o,
AB - plastico J Jus de O
BAO - elastico (; = cooraenaaas ae
_ p
Q; =a,(E;




Modelo de Endurecimento Misto

Durante o fluxo plastico, a superficie de escoamento sofre uma
translagado definida por a; e uma expanséao uniforme medida por k?,
mantendo a sua forma original.

f(Gl.j,E;,k) :F(Gij _aij)_kz(gp) =0




Relacao Constitutiva Incremental
(Material Elastoplastico Perfeito)

Vetor de Incremento de Deformacao
@ dej ={de"j+1{de";
Vetor de Incremento de Tensao
{do} =[Cl{de"} =[C{de} — {de"}) ?

|C| = matriz de rigidez elastica do material

0
Lei da Normalidade j> {dé‘ . } = dﬂ,{l}

ole)



O

Aplicando a lei da normalidade
@ {do) = [C]({da} _ dﬂ{gi}j
Condicao de Consisténcia

(2] o 2 s

[ ey sl @V ) o
oo oo oo




Fator de proporcionalidade

{‘7} (Cide}

_ oo
o) 2%
o} oo

Relacao Constitutiva Elastoplastica do Material
[

12 }[C]{de}
do =[C]| {de) - { }

ol %)
. o 0o |

N




4 - 3 T A
<‘9f>{‘3f} [C]
do =[C] [11-2T199) __lag
1T\ [C]{af}
. |00 0o |

Matriz de Riqgidez Elastoplastica do Material

B
cn—ie] - Loe)lea]

o) o]
o} 0o



APLICACAO: Matriz de Rigidez de uma Barra

Condicéo de plastificagcao de uma secéao transversal

w(N .V, V..M M, M)=0

Material estavel de Drucker:

-4@/ da normalldada

(U = vetor taxa de deslocamentos pldsticos

{G} = vetor gradiente da funcdo v

N A = fator de proporcionalidade

A superficie y =0 é convexa



GV = dy oy oy Jdy Oy Oy
ON, oV, OV, M, oM, oM, |

Condigao de Consisténcia j> {G}T {F } =0

{F} =vetor taxa de deslocamentos forcas

{F}T = {NxﬂVyﬂVz9Mx9My9MZ}

Secao Plastificada

1 7

Rotula Plastica

0




Elemento de Barra

_ _
N

Elemento com uma rotula plastica no extremo 1

—

e 27\\

plastico elastico
Vetor taxa de deslocamentos nodais Vetor taxa de forcas nodais
( {U } 0 e {F } N
Ur=1" "0 (Fy={ U\
U, catd




() =K JUe)
[ K] =matriz de rigidez incremental eldstica da barra
{E)
(55

] [K]|[woey
(K] [KS1||{U,}

21

Vetor de taxa de deslocamentos elasticos no extremo 1

{Ule} — {Ul} — {Ulp}

Secao do Extremo 1

Lei da normalidade Condicao de Consisténcia

{Ulp} :AI{GI} {GI}T{E} =0




{G1}T[K181] {Ul} T {G1}T[K182 | {Uz} — {G1}T[K181 ]AI {G1} =0

1

A= -
G K G

{{E}}: K]
(FY K]

(EY] [[Kf]
(B [KE]

(K140, 3] | K5
[KO1{U,))  |[K;]

] 1[G
: lm { 01 }[{Gl} {0}]{

C= {BI}T[Klel] B}

(G Tk {GI}T[K;]J{{UI}}

{U,}

(K1) (K]
Ny

I

: {A{G&}

05

|

(U}
(U}

|



Matriz de Rigidez Elastoplastica do Elemento

{K2P}=[Ke]([1]—é{c;} {G}T[Ke]j

Gy =|(G"} {0}]



