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CONCEITOS BÁSICOS

TENSOR TENSÃO E VETOR TENSÃO
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TENSÕES E DIREÇÕES PRINCIPAIS
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Tensões Principais
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TENSOR TENSÃO DESVIADOR E TENSOR TENSÃO HIDROSTÁTICO
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Condição necessária e suficiente para um estado de 
tensão ser de cisalhamento puro
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O estado de tensão desviador corresponde a um estado
de cisalhamento puro

3
2

3
332211332211

1111
σσσσσσσ −−

=
++

−=s

3
2

3
331122332211

2222
σσσσσσσ −−

=
++

−=s

3
2

3
221133332211

3333
σσσσσσσ −−

=
++

−=s

0=iis

ijkkijijs δσσ
3
1

−=

 que tal x e x x eixos Existem 321 ′′′ , 0332211 === ′′′′′′ sss



Tensões Principais do Estado de Tensão Desviador
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Tensões Octaédricas
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Tensões Octaédricas
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REPRESENTAÇÃO GEOMÉTRICA DO ESTADO DE TENSÃO
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TEORIA DA PLASTICIDADE
Material Elastoplástico Perfeito
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Postulado 3: mento ocam escoas não provdrostáticaTensões hi

Postulado 2: o é isótropO material

A função de escoamento independe das direções e não muda com a
permutação dos eixos, ou seja, f é simétrica com relação às tensões
principais
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Postulado 4: o  compressãtração e àamentos à Os comport
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O valor da tensão de escoamento não muda quando o sinal de 
todas as componentes de tensão são trocados
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CRITÉRIO DE ESCOAMENTO DE TRESCA
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CRITÉRIO DE ESCOAMENTO DE VON MISES
Critério da Máxima Energia de Distorção
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Estado Hidrostático de Tensão

Estado Desviador de Tensão 
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Energia de Deformação Elástica Específica
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Critério de escoamento da Máxima Energia de Distorção
(Critério de von MISES)
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Bidimensional

Representação Geométrica do Critério de von Mises
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Comparação entre os Critérios de Tresca e de von Mises
Caso Bidimensional
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Condição de Continuidade do Fluxo Plástico

Seja um ponto submetido a um estado de tensão σij sobre a superfície 
de escoamento,ou seja, 

Suponha que seja aplicado um incremento dσij em σij.
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Condição de Retorno ao Regime Elástico
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Postulado de Drucker

Dado um corpo em equilíbrio sob um estado de tensão inicial definido 
pelo vetor tensão generalizado Qi

0 e submetido a um agente externo 
que aplica lentamente um conjunto de forças auto-equilibradas que, 
em seguida, são removidas. O trabalho realizado pelo agente externo
durante o ciclo aplicação-remoção das forças não é negativo.

00 ≥−= WWW totext
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constantes iniciais tensões pelas feito trabalhoW =0



Vetor tensão generalizada Vetor taxa de deformação generalizada
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Trabalho realizado no ciclo fechado envolvendo deformações elásticas
é nulo
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OBS.: Foi usado o índice p em Qi e σij  para indicar que tais tensões
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O vetor taxa de deformação plástica generalizada forma um
ângulo não maior que 90o com o vetor de incrementos de 
tensões generalizadas
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A, B  Pontos sobre a superfície de escoamento
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 Druckerstulado deviola o poanto côncavde escoameSuperfície   

A superfície de escoamento é convexa

Lei da Convexidade
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Um material que satisfaz o Postulado de Drucker é dito ESTÁVEL
ou “ work-wardening material” 



Função Potencial Plástico e Regra de Fluxo

Regra de Fluxo Hipótese cinemática postulada para a
deformação plástica ou fluxo plástico

Função Potencial Plástico  Função escalar das tensões
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Regra de Fluxo Geral Associada
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Regra de Fluxo Associada de von Mises

A função de escoamento de von Mises pode ser escrita como:
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Materiais Elastoplásticos com Endurecimento

Endurecimento (strain hardening) propriedade definida pelo 
aumento contínuo da tensão axial com a evolução da deformação 
axial após o ponto de escoamento.
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Trajetórias carga-descarga praticamente retas e coincidentes, 
paralelas ao ramo elástico linear inicial
Após descarga e carga consecutivas, ocorre um aumento da 
tensão de escoamento
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Materiais Elastoplásticos com Endurecimento
Caso Tridimensional

Endurecimento (strain hardening) a superfície de escoamento 
muda com a ocorrência de deformações plásticas adicionais 
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Critério de Continuidade de Fluxo Plástico 
Material com Endurecimento
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Regra de Endurecimento para Materiais
Elastoplásticos
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Tensão e Deformação plásticas efetivas - Caso de Tensão Uniaxial
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Modelo de Endurecimento Isótropo
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A superfície inicial se expande uniformemente sem distorção 
e sem translação quando ocorre o fluxo plástico
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Modelo de Endurecimento Cinemático

Durante o fluxo plástico, a superfície de escoamento se desloca 
como um corpo rígido no espaço das tensões, mantendo a forma,  
o tamanho e a orientação da superfície inicial.
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Modelo de Endurecimento Misto

Durante o fluxo plástico, a superfície de escoamento sofre uma 
translação definida por αij e uma expansão uniforme medida por k2,  
mantendo a sua forma original.
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Relação Constitutiva Incremental
(Material Elastoplástico Perfeito)
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Matriz de Rigidez Elastoplástica do Material



APLICAÇÃO: Matriz de Rigidez de uma Barra

Condição de plastificação de uma seção transversal

0),,,,,( =zyxzyx MMMVVNψ

Material estável de Drucker:
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ψ função da gradiente vetor  G =}{
plásticos tosdeslocamen de taxa vetor  U p =}{ &

alidadeproporcion de fator  =Λ&

Lei da normalidade

convexa é 0 e superfíciA =ψ
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Elemento de Barra

Elemento com uma rótula plástica no extremo 1

plástico elástico
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