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MATERIAL ELASTICO LINEAR




MATERIAL HOMOGENEO = Apresenta as mesmas propriedades
mecanicas em todos os seus pontos

MATERIAL ISOTROPO ==)> Em cada ponto, as propriedades
mecanicas nao mudam com a direcao

E> ISOTROPIA ZZ= ANISOTROPIA

Os conceitos de isotropia e homogeneidade sao relativos ao
nivel ou escala da analise mecanica: nanomecanica,
micromecanica ou macromecanica.

MATERIAL ELASTICO == Assume sua forma original quando
as tensoes atuantes sao removidas
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O estado de tensao em um dado instante t depende somente
do estado de deformacao existente em t, nao tendo nenhuma
dependéncia da historia da deformacao.

o = Fi(eq)

J

Para cada estado de deformacao € existe um, e um so, estado de tensio ¢

— — £=0




O material elastico de Cauchy pode violar a 12 lei da termodinamical!

Sejam
com
Trajetoria 1: OAB Energia de deformacao complementar: Q
A B
O
Q = IO (¢ do,+¢&,do,)+ _[A (¢ do,+&,do)) 1
| | A Q
Q= —a110'12 ta,0,0, _‘1220-22 B( v 02)
2 2 1 4
2
Trajetéria 2: OCB o cC o,
C B
Q, = [ (5do,+6,d0,)+ | (edo,+6,do))  se
EP r =
Q, = 9 a0, +a,,0,0, t+ 9 a,,0,
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Existe uma funcio ENERGIA DE DEFORMAGCAO ELASTICA W,
tal que

NP —

Me)
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Relacoes constitutivas elasticas incrementais

O estado de tensao € uma funcao do estado de deformacao e da
trajetoria das tensoes.

O +

Em geral, tem-se:
o+do
O

\ 4

g E+de
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O —) Tensor das constantes elasticas do material
(81 componentes)

ij ij

l]kl ]lkl

36 componentes
independentes

:(Cz'jkl Cin)En =4 Cijkl = Cijlk




Em forma matricial:

)

| Vetor deformacao
(6 x 1
Matriz constitutiva do material

(6x1)

Vetor tensa

(6 x 6)



82
0&,,0¢; i} 85 85,d

(36-6)/2+6= 21

... = (. . |=3 componentes
¢ 4 klij independentes
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Quando um material apresenta o mesmo comportamento mecanico
em certas direcoes, diz-se que existe simetria material nas mesmas

Um material sem simetria material € chamado de anisétropo

Diz-se que um material apresenta um plano de simetria em um
ponto P quando suas constantes nao se alteram com a inversao
do eixo perperpendicular ao plano

Plano de simetria (1-2)

C"kl — Ciy’ !ll

1 y




Gll ik 01/2/ 61/31 Jl 1 012 - 013
01!2! 02!21 0213! - 012 0-22 - 023
Oy Oyy Oyy — 03 =0y O3

Analogamente, tem-se: |G- & €

Eyy Eyy Exyy | = & Ep
81'3' 82r3r 83!31 - 813 - 823




011 = Cllgll T C12€22 + C13833 T C14823 + C15813 T C16512

Oy = Cry8) + Gy + 03633 +C 1y (=653) + Crs (=613) + Crg 8,

c.—c JlC.~c.~0

Em geral, resulta:

Como

13

componentes
independentes




Trés planos de simetria material mutuamente

perpendiculares entre si

L

2

Planos de simetria =)

9 componentes
independentes




Simetria rotacional em relacao a um dos eixos coordenados

3

No plano 2-3, ou em torno do
eixo 1, as propriedades sao as mesmas
em todas as direcoes

com

C44 — sz — C23

5 componentes
independentes




As constantes elasticas do material independem da direcao

SUE

Tensor Constitutivo de Quarta Ordem Isotropo

Ciw = 40,0 + 1(0,,0 ; + 0,0 ) + 01(0,,0 ;) = 0,0 ;)

y

A, u, a — constantes

C1212 215 5 +ﬂ(511522+5 5 )+a(511522_ 12521)

12712 12721

Cian = A10,,0. +:u(5 9, +0,,0 )+0((512521— 11522)

12721 12721 11722

Chp=HTO Cip =H—-O

Coint Cjirr Cijue Cjie == |[2=0




o.=0(C., &

ij ikl ki
Sendo
e = 251]5/(] + /1(511(5' + 515//‘)
4
Ou = = A9, 5klgkl T lu(gik5jl T 5i15jk )
Sendo
wéu = Cu §i15jkgkl — & 040 €1 = &;

a




2 constantes
= A0 &, +2us,; R

independentes
A+2u A A 000]
A A+2u 42 000 A,
A A A+ ’
[CKM]: 0 0 02,u 2 g g Constantes de Lamé
0 ] 0O 0«0
0 0 0O 00 u

Forma alternativa:

E = Médulo de Young ou de Elasticidade

v = Coeficiente de Poisson



: Em um material isétropo os eixos principais de
deformacgoes coincidem com os eixos principais
de tensoes

: Sejam 1, 2 e 3 os eixos principais de deformacodes

=&;3;,=6,;,=0 :>UU_
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Logo,

81, 1! 8112( 8

'3
8112! 82!21 82131
81I3I 82I3! g3i3l ]

G!! G!!
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Gll].l:Cl.!! Ig +Cl!22 22 +CII33 33

O3 = Cpp €1 T Ci3pp€n T Ci33383;

Oy = Cyyyy€ T Cryya€np T Chyyy&yy = =0,
= Ci€) T Canéyy 1053385,

Oy = Cryyp€y T Cryay€yy T Cryy3&y; =0,

Cou = Ciper =

Rotacionando o sistema de 180° em torno do eixo 2 i> O,

=0



p
p=Ke
Pressao Hidrostatica P_ p “

p L E

& = 3a-

K = mddulo de elasticidade volumétrico (Bulk Modulus)

Cisalhamento Puro Tl I T=GY)
T

_

T G:,u

G = mddulo de elasticidade transversal



Constantes Técnicas de RABINOVICH

—vy  Ey, Ths, /Ey, 14 /E, Thaa /E,

—Vy, 1 By, Ths /E,, 7512 /E,, Tho» /E,,
1/ E, This / E; 13 / Ey Thos / E;

15523 / Gy 1/ Gy %1,23/ G,; :u12,23/ G,;
131/ Gy s/ Gy 1/G IR

773,12/G12 :U23,12/G12 /U13,12/G12 1/G,

==> Modulos de Young nas direcoes i

==)» Moddulos de Cisalhamento no plano jj

Y =— Coeficiente de Poisson correspondente a deformagao na
J direcao j e tensao na direcao i




= Coeficiente de CHENTSOV correspondente a
luij,kl deformacao de cisalhnamento no plano kl e tensao
de cisalhamento no plano jj

Coeficiente de Influéncia Mutua do Primeiro Tipo
77 ij k = correspondente a deformacao na direcao k e tensao
de cisalhamento no plano jj

Coeficiente de Influéncia Muatua do Segundo Tipo

= correspondente a deformacio de cisalhamento no
plano kI e tensao normal na direcao i/

Observacao:




1) Para um material elastico linear, deduzir o Teorema da

Reciprocidade de Betti.

(1) .(2) _ (2) ~(1)
IDGU. £; dV—jDag £; adVv

Prova: (1) ~(2) _ (1) ~(2)

Cijkl = Cklij Q> j b Cu®

(2) ~(1) _ (2) (1)
IDsz € dV—jDGU &, dV :>

ij

£PgD gy = J‘ oV qy

(1) ~(2) _ 2) »(1)
—[DGU & dV L)Gl.j &; dVv

c.q.d.




2) A roseta de deformacao retangular mostrada na figura é montada
sobre a superficie de uma corpo elastico linear. As medidas de
deformacgoes sao:

£, = 0,002

£, = 0,003 2

&) = 0,004

A) Se E =2 x 10°MPa e v = 0,3, calcular as tensdes principais;

B) Determinar a deformacao normal na direcao perpendicular a
superficie do corpo.



E i
X X

a2 —d2/2 0]
a,=|v2/2 J2/2 0
0 0 1

Ep = Ay A 16y

Epy = A&y Tanapéy al'l%gw

T Aprar €y T AryQry&yy T al'Z%gB

T gg3ay1€31 T (307,65, +ﬂ1/3a1’3‘933



10,002 0 0
&= 0 0,004 O
0 0 ¢

zZz

O
Yy

o
0,002 = = 0,3

200000 200000

O

O

X

0,004 =—>—-10,3
200000

v
gzz - (Gxx T ny) :>

/)

200000

As direcoes X, y € z sao principais

o =703,30MPa

o, =1010,99MPa

o 0

zzZ

& =-0,00257



